C9: Komplexe Analysis (KA) Saff & Snyder, Fundamentals Cq-\a
of Complex Analysis", Prentice Hall, 1976.

Motivation: Differenzieren und Integrieren in der komplexen Ebene

Vorschau: Eine komplexe Funktion f :Ue € -« seinur von der Kombination b
z=< X'H\l, abhdngig, (%, y)— {tzy = -F(xhu) = u(x,33 4-[0’()(,3) Q) Cauchy
Realtell Imagindrteil
und ‘komplex differenzierbar' ( a;f_ existiert)in UL . Dann gelten (u.a.):
- Cauchy-Riemann-Gleichungen: '-aél“ = %Lb" y g—g = - %f €3
- Geschlossene Linienintegrale B
in € liefern0: ﬁdl— fe) = Do J‘ﬁ (3
fllm z
x
- Integralsatz von Cauchy: fy = ;—;: j% de i{t)w (3 I T,__/w -
' . . . - (verallgmeinerte Taylor-
- ‘Residuen-Satz": Sei 3(%) “__:Z_ oo(l (% U) Reihe, mit Divergenz bei %7 )
dann: P j@éd% 3(%) = Q- ©

Wichtige Anwendung der KA in der Physik: als Hilfsmittel beim Berechnen von
Integralen. Besonders wichtig fiir ‘konforme Feldtheorie' & Stringtheorie

C9.1 Komplexe Differenzierbarkeit sC‘l.lS:

Definition: Eine komplexwertige Funktion 1[(-7;) einer komplexen Variable 2 = x f-cj,

f: Uece € 5 C [ W offen] 4= Tmld) .;:_8_\1“:(()
r ‘F(G) C'(wich‘rig!) )] fx‘O (::4'5)
oy . . ' X= Re.(2) Re F( )
heit 'komplex differenzierbar' an der Stelle % € Y ?
falls folgender . / : \
Limes existiert: Cs 8(—“:0 tHars Z' ffz) = {(¥ = di(: )
(beachte Notation: totale Ableitung nach % )
Anmerkung: Der Limes (2) muss unabhdngig von der Richtung sein, ( @ezei 5%
entlang der 5 nach Null strebt. Das ist gewdhrleistet, wenn T i—e‘
§ von x und 94 nur in der Kombination & = Xl—bJ abhdngt. (3 t—«-&x
flxedyr Y) ,-»:’ ®
o Liw Fer8)- @) _ (3 Hg)) P - g Re(@)
®: ,_F(j_jﬁi(ﬂ : s.‘! 5) KeT‘renregel = /
. Liw Floridg)- F2) _ 1 BF(Z-(xHﬁZ) 1 f’( )bz— - £ .
§ = 1,8,3 : 133—’0 ;52 p 33 j )

Definition: Jeder Punkt % bei dem -F'[%) nicht existiert, ist eine 'Singularitdt' von £ %)




Definition: § heisst 'analytisch' auf ~ J  falls ¥ inganz U  komplex $C‘f.|c
differenzierbar ist. (¥

Anmerkung zur Nomenklatur: Manche Autoren nennen eine Funktion ‘holomorph' in  {{

falls sie (1) erfiillt, und 'analytisch' in U falls ihre Taylor-Entwicklung iiberall in U
konvergiert. Man kann zeigen, dass eine komplexe Funktion genau dann holomorph ist, wenn sie
analytisch ist. Deswegen verzichten wir hier auf eine Unterscheidung.

Beispiele fiir analytische Funktionen:

“ 3 : : ,
® z , e | sn2, wmt sindandytischauf Y =C (2)

]

€ -Zo

Py ist analytisch auf U= C€\2. [dasganze € , ausser %, ] (2)

Beispiele fiir nicht-analytische Funktionen:

. . hdngt nicht nur von  x +i ab

o 12" = Xrut o= (xriw)(x-¢ It REE '
J ( 3) j ) sondern auch von X -Zg (lf)
o Z = x-i ‘] ist nicht eine analytische Funktionvon % = x+# iJ (8)

denn Limes ist Lo (=€ — ) T I falls 3 = 5, = 9
nicht eindeutig: 5 5o g - S Tl =1 falls § = is‘a - _3 )
Ableitungsregeln fiir analytische Funktionen (wie im Reellen): ICQ_\d
- o d _ / |
(i) Linearitdt E_[j .f(z\ +/4 3[%)1 = /1 { () X (2) @)
[ /

(ii) Produktregel: &%’ [ 1(@ 5(%)] = {(@ 3(;) + £(2) 3[%) ®
Folgerung: 10\"\* %V\ = nz B [Abl. v. Polynomen wie im Reellen] ®)

! ]
(iii) Quotientenregel: o%—[ fe l = e J(z’j ~ F/%)j (2) falls J(%} to @
T

_STH 37'( ¢
(iii) Kettenregel: %-} 'F(ﬁ(@y) - £ '(‘3(?—-)) 3‘(%) ©)

Komplexe Differenzierbarkeit ist viel stdrkere Bedingung als reelle Differenzierbarkeit.
Wir diskutieren nur einige ihrer weitreichenden Folgen fiir analytische Funktionen.




Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen \ Cq.le -

Schreibe z = xt J'J (x,ﬁ e R) ()

(4

(L(z,>=£(x+c«3) = ulbyy) + v,y  (u,veR) -
Cauchy  Riemann

Also: w = Refdy ,  wv=lafld) > ®f.<_@
2
fr=)  sei komplex ‘ G-3 (b.4)
differenzierbar, dann gilt: tr) = f; ‘F[%) = 3; {) = L )‘3 f(z) )
v
(1) @ .
Aber aus (2) folgt: iy = D F(® = 3, Uy + 13 vixy )
] (¢) (2) ! )
und auch: fo = 33 fx) = ‘;‘)X“(X";)) ¥ L%)g Ui, v) (c)
) ©
. 2l @
Laut (4) ist (5) = (6) du + }x‘u = flBy = -¢ 3,311, + 'Dg U Q)
—_— AN N —_—
Cauchy-Riemann- Re(?) ~ I:‘{ v N
Differentialgleichungen: DU = 33 v @ 2T T 4w ()
Folgerung: komplexe Differenzierbarkeit = Cauchy-Riemann-Gleichungen (CRG)

Beispiel: |C? le!

£z - (l+i%>z = 1+ 202 - 2" 0)
= 2e(x & - (x #¢ ‘ (2)
X (x LU) X '3)

= ) wz(-y) r—()(z-jéf) + C(2$ —be\ (3)

= u(*,'ﬁ\ - t' 'U’{)t,\l) (4)

l,((x,«j) = 1 - 'zVJ - ¥t . .J‘?- ) vfr.y) = 2% —zry )

Gelten CRG?

dw = -2x , ¥ v = 1-2y = - 33“ “" [also gilt (€.9)] (¢)

)314_ = "Z{-Z‘j ) 331,—- = -Ix = Dxu v~ [also gilt (e.8)] @)




Umkehrschluss gilt auch: Cauchy-Riemann-Gl. =2  komplexe Differenzierbarkeit: \Cq_[-F

Satz: Sei f:lUc € — € eine komplexe Abbildung, mit f=u+riv dh 0)
uly,y) = Reflxriy) , ulxy) = Lw £ +ég) ®
Falls w, v stetig differenzierbar sind fiir z el unddie Cauchy-Riemann-6l.

erfiillen, ist J( komplex differenzierbar an der Stelle 2z .

Begriindung: (Optional) Schreibe o = 8, +i,53 , mit 9, 8'3’ ek ®
(€55b.1) .
Taylor fiir u: Ulx + b, Y +5 ) = u(",:)) 9, [N u(x'\‘}) + 53 )3 u(x,g\ + (9(‘%\) @

(€5.5b.1)

Taylor fiir v: .1,'0'()‘455,} +£ ) = 30 (x 3) 1 S 9 ”(":[_) 1 5332‘5(!,93 + (9(‘&1) &)

4+5
_((4+5)): faes)- 169 = § 9w« i §au £, et 512V s0lsY) @
5.,
Nutze CRG,um 9, durch x 9 zu ersetzen: |Cq.|z
(f.6): { 3)- i = § 20 ;S o S0+ S, 3®1r ?
6): + = O b B0 3L+ s v 04 +0(l§l) 0
CRG: (@9) —2,u (es) d U
© @ :
= (Snv%)axu + ( s,w?z)ﬂxv +0s0) ©
b S
. . (3:3)
\gw;u‘g [-Hq,+$) - 'F(%)\ = ( wr ) = 4R d% f ()
Es geht auch anders herum: nutze CRG,um 9, durch '3} zu ersetzen:

®
(f.6): 1((1,4.8)-’;(%) = 3§, 'D u £ Q9 bxv‘ + 5235u+ 5 z'b v +(96$l) ()

CRG: (e.8) baz.r (e.9) ~dyu

=,;(u)au Peil S g?zmv +00st) ®

b i) f0) - $ylaeie) = T 0 o L

-0 4

Fazit: £ ist komplex differenzbierbar in 2 (1l o




ca.bh

. ulxn) = Rejlxts
Anmerkung: () > UlKY) Hxtiy) sind beide Abbildungen R —> R

(y, 9) — U’()(IJ) = T {"{X“’y) )
Folgerung aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen:
Die Hahenlinien dieser Abbildungen (1) sind orthogonal zu einander: @

Begriindung: (V3.2f.7)
Hahenlinien von % sind 1l T = [3;:“ ®)

((un ,3) = konstant): )Uu

Hohenlinienvon U sind | T = [axv " 1’ = konstant

((ﬂvu,ﬁ) = konstant): % = konstant

)JU

Tw. vo = (?Xu)(va) +(azu)(bgv) = o = JulLIv )
CRG:  (e9) 3;:4, €9 2,1 Q

o8

Weitere Folgerung: eine analytische Funktion £  definiert [via (1)]
eine 'konforme' (‘winkeltreue') Abbildung zwischen den
Koordinatensystemen (%) und  (U,v) = (ulx,9) , vl X,j)) ©)
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C9.2 Integration im Komplexen \Cq.za

Hauptsatz der Analysis fiir komplexe Funktionen einer reellen Variable:

sei  f(t) : (b,{,) < R — &€ eine komplexwertige, stetige Funktion einer reellen
Varigble + ,mit Stammfunktion F(t) dh FU) = ft] v teWsl,), damn

L
Id.{—, .‘: (¢y = F 1) — F@.) [genau wie im Reellen] ()
1o

Ly X .
Triviales Beispiel: jdl: [ At t o H = I:- et bt (ani ]{ @)
1o e

Integration einer Funktion f(zB einer komplexen Variablen, 1 =xt 53 , entspricht
einem Linienintegral in der komplexen Ebene. Dafiir benstigen wir folgende Begriffe:

Definition: Eine Menge S C €  (oder auch g < B ) heiBt 'Gebiet' falls &)
S *+ ¢ (nicht leer)  und 'zusammenhdngend' ist (d.h. je zwei —\~ .
Punkte kdnnen durch eine stetige Kurve verbunden werden, 0 >
welche das Gebiet nicht verladBt).
o

Definition: ein Gebiet ist 'einfach zusammenhdngend', falls sich
jeder geschlossene Weg zu einem Punkt zusammenziehen ldsst.




z2(t.) m

Definition: Komplexes Wegintegral (oder 'Kontur-Integral')
Sei ' eine glatte, gerichtete Kurve in einem zusammenhdngenden Gebiet S
6 ¢ €, parametrisiert durch die reelle Variable te (ie,-l,.\ < R |
E s 2(f) = x>+ LJ(O [0} &
z(t)

¥ (i.,’c.) cR — g c C
¥

Ferner sei ,C . g-—-; C , ¥ f(z) eine stetige Funktion auf dem Gebiet S ,
entlang ' ist wie folgt definiert:

Das 'komplexe Wegintegral (‘Konturintegral®) von £()
t U 25y
fd{ dtl f(1) o “ o

t, ot A

[de f& =
X
= b §, 5 da(ty) f(2(te)) = l-‘sz(*(fc*se\-*?“g))((zueﬁ 8)
Sl--%o -

Interpretation als
34-76_‘ ﬂ’_

Riemann-Summe:
Analog zu Linieninfegféal eines 2d-Vektorfeldes, U R-L'“)m'z/ T A “
= _(Vime)(© - - (Vim.2)
UE) = T.uls = Nk T T 1
f@ ) L GG )T e Z (F s 500 w50y o

[t 4z
£° S{- o Z
Kann gezeigt werden: Wegintegral ist unabhdngig von der Parametrisierung
(d.h. eine andere Parametrisierung des selben Weges liefert dasselbe Ergebnis).

Einfaches Beispiel 1 B
{2y =2 | B, =5a0=(r i)t , telo) !
(5.2) | fx(p)) = 2(H
b2 —
jd%fm = Jd’c dz (0ri)4) @)
" d+
1 (1
r ! . . _
=0+ Jdet = L(ri) s £lazi-0 = o
Einfaches Beispiel 2 y
fy =2 x‘l={é(’0)= Lrit , Jce(o,n} @
’ Fatn = 2(¢)
Jd% ) (Zt.z) ‘(d{- % (4__(_“:1 ) )
Y, o 6):(+zut)
1 i
- “(bd"l. [trtli"\'f.\fl-—'z_iz] = '-5_‘\- 3"3‘7-'t =7 = ()
. >
Schnellster Rechenweg, mittels Gl(. )(C9.Ze.5): :2:6222?& 9.2 |
2 e
Jxxdiz‘ =[%2]2{0) '_"'Jz-.((‘f'i)z—o = (3) v




Wichtiges Beispiel: Kreisintegral v. 2" (ne 2) um den Ursprung herum ‘c_ 9.2d

" seikreisin € , mitRadius % , Mittelpunkt bei &= ©

4 T 2
velee) = Re'P ) ge (o) ] 0 / .
R
- b
Substitution: (' 2p) = R,e,‘s{’ @ \/ Rez
w v
—_— n b
L“E#o(q:z &2 [dp dt (z#)) )
¥ o d¢
(2 {7
WM —Ar— i n
= [d¢ iRe‘? (Re'f) @
o
( 2 falls w =-1
= 'LKV\HJJ(P e L lha) < o owele T (5a)
° R {el,(vm)‘f\‘ = 6 falls ¥+ ~1
- e ° 5b)
= 2T $p- (6) ?
Wegunabhdngigkeit lcq 2e
Satz: 1[[q,) : § — C seistetig und dessen Stammfunktion F(2) existiere iiberall
in 5 , d.h. FI(}S =F{%) VZQS . )
Dann gilt fiir jede glatte Kontur %C 6, mit Anfangspunkt 2o  und Endpunkt 2, :
Jd%,c(%) = F(2) - Flzo) 4 @)
/x\ (
=> Ergebnis hdngt nur von den Anfangs- und Endpunkten ab, 2o
nicht vom Weg dazwischen!  [Beispiel: (€9.2¢.4) = (€9.2¢.8)]
Begriindung: Parametrisiere Weg mit X"-Wa.*-\ —~ ) < ﬁ) :ft;% =_%; } ()
()).2) ’l:‘ d. \ {;l &
v [d € 27 1t SR = [o 4[FRw)] ®
¥ (”"F‘(?.-) to Kettenregel to
@,
LRy - Feg) 2 FRy - £y L )

8

Yy

(4) ermaglicht Interpretation d ® & dF) _ [} on NN
fr T = . %%(m)z =bm 287, G

fiir Wegintegral als Summe: A~ Y40 £ ®




T : _ ‘cq.rf-'
Definition: Eine 'zusammengesetzte Kontur f (3‘) X‘,_, . XM) 2o

\

bestehe aus glatten, gerichteten Teilstiicken  Yc . Das Wegintegral " 2
1>
einer auf [ stetigen Funktion Hi—} ist definiert durch: (33 %
Jo(?: fy = Jd% fiey + '(d% fGz) # -.. t /pf? Fte) ) 3.
n s ¥ 5. 2.,

Satz (e.2) gilt fiir jedes Zeilstiick, also auch fiir zusammengesetzte Kontur:

Jafev‘(%)_ F},() —eha)+ Ly —Fe ) + [F(a)-F3a)] - [E -Fl)] = Fle))- p(,g

(z)
Korollar [mit denselben Voraussetzungen wie (e.2)]: is b (ze.2)
Fiir einen geschlossenen Weg ist Anfangspunkt = Endpunkt: trlR) = (3)
- 2, = 2y
41
n g" ¥ {qu-l R
Beispiel: (2d.5b): {2y = 3" = 'é’ ’ ¥ (2= A5 R

Fir N=-1,(2d.5q), sind Voraussetzungen v. (e.2) nicht erfiillt, da die Stammfunktion
von Y5 ndmlich {u(2) , nicht iiberall auf einem geschlossenem Weg um O herum existiert.

Falls I(%) analytisch ist, a8t sich (3) zeigen auch ohne Verweis auf die
¥(%) ,und zwar mittels Satz. von Cauchy:

Satz v. Chauchy N X v \ <q .zj
Sei s €& eineinfach zusammenhdngendes Gebiet, T__, @ q
x

(€9.1e.2)
f: q—>¢, 2y f®) = Wiy +3vley) 1) eine analytische Funktion auf

¥: (00) > § , = 2 = x() H'U(t) () eine stetige, geschlossene Kurve in & .

Dann gilt: f{%“ f) = o 6
Begriindung:
Begriindung: b2 d(g)_wn B iv
T= {plefe = [d 130 . f(au w
o J F(a)
)
~ [t Flxw v 3(+))-(u(x({),\3(es) civhiye) o F o, §=9
o = - —
ZUFMD) = U7 1) @
Interpretiere (5) als reelles Wegintegral in der x-y-Ebene, \-\5
0. 3 X(6) %
entlang dem Weg £ T (o) > K , t T = |yl ¢
Realteil v. (B): mz Imaginarteil v. (5):

Re(T) = Ké{ [)‘cu) u(F(n)f 5\3£4>V(F(’c)ﬂ @ TalT) =jé{t[>'<u)v(7-({))+ 3(&)u($u))] 34




(€9.2.7b) \_ciz_ﬂ

(€9.29.7qa) | T T
RQ(I> =j(ﬂ: (i, :3 ) o) (w, v, o) (') Tw(I) = I'H: ‘1 (‘U'u. D) (1A]
o —— T =
= = P(zW) =% T alkm
(Vim.6) N - - (Vim.6) - —  (uU(F)
= fd;- P ?E(_%-(;:))) (24 = Id? . Q 6= {u.(,?- )) (2%)
/ ’ (o)
) o ¥
Schreibe diese Wegintegrale mittels Stokes als Flussintegrale, iiber die vonY'
eingeschlossene Fldche (nenne sie .S ) in der x-y-Ebene, mit 3= = 5% SX § 4
(V3.6f.4)
.6f. - - - Ar=
N (UL G
)
(0] -
(_l) _(dx dj 9 x p(;)) () = fdxd (V X &(f)) ()
S N Q - 9,0,
bA P:, - 33 P J
_ ; - Ay |y -2
- jgxa(g(D,(v)~Dau) (sa) = fgx j(:}, 3") (s
CRG (C9.12.9) ")au CRG (€9.1e.8) )bu
= o (Ca) = o ©Y

Wir durften Cauchy-Riemann-Gleichungen (€9.1e.8-9) nutzen, da £(2) auf G analytischistl I

Beispiel oF . m |cq.2i
dz _E—"—_‘i = o 0) ¥ X
denn der Integrand ist iiberall analytisch ausser bei 2 =%2 ,dh

iiberall analytisch in einem Gebiet, das x‘ enthdlt, also gilt der Satz v. Cauchy, (2g.3).

Faustregel: geschlossenes Wegintegral verschwindet, falls £(3)  analytisch ist
‘innerhalb des Wegs' (= 'im vom Weg eingeschlossenen Gebiet') !

9

Korollar aus Satz v. Cauchy (mit denselben Voraussetzungen): Verschiedene
Wegintegrale mit demselben Start- und Endpunkt sind gleich: /

(a2 €y = Jde £)
¥ ¥

Begriindung Y = (X‘()— \f-z) (2) bildet geschlossenen Weg,

dso [ daf(2) - [de F® = (oda fey o @




Zusammenfassung: €9.1-2 Analytische Funktionen I \ 2C90-2
fa Uc € — C
(2) = 2 oxriy —> ) = u(.if,j) t v Uyl

Def: Komplexe Funktion

ist analytisch in W, falls £U%) iberallin U existiert.

Cauchy-Riemann-

Differentialgleichungen (CRG): P?,U = 'bgzr ©) o, = - y U
()

]
Def: Komplexes f d 2
Wegintegral: Jxoh_- F(%\ = f%(f{ < ‘F(’i/t)) /‘\/\/‘
Weg-Parametrisierung: % = 2(4)
Wichtiges

Beispiel: I, = (ﬁd% }“ _ {zn; fals wn= —1 1= uri?)n_,
nez Cx © falls v * - ! \IJ(_
R

Satz v. Cauchy: falls 7[(%) analytisch ist auf einfach zusammenhdngendem Gebiet, gilt:

Geschlossener Weg liefert O: Wegunabhangigkeit: % z,
- - fe %oCQ
ﬁb" I(z) =0 C? = Jsf(e flz) = fvzh ) 1,

X=(¥,- ¢.) = F(a) - Fla) , mit F'(2) = {(=)




