L5.4 Inverse einer Matrix

Ausgangsfrage: Wie |6st man ein lineares Gleichungsystem (LGS)?

Betrachte n lineare Gleichungen fiir n Unbekannte:
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Ziel: durch geeignete Umformungen - Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl )\ $0
- Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

bringe man das LGS in 'Diagonalform'
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(1 auf der 'Diagonalen’, O iiberall sonst):

Dann folgt sofort:
L

Nitzliches Hilfsmittel (um Schreiberei zu reduzieren): 'Erweiterte Matrix':
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Beispiel: finde Losung des Systems:
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Ratschlag: Falls Briiche
2y v 2xt xS = | auftauchen, Zeile mit
Zeile: Haupthenner durchmultiplizieren!
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Losung: X! = ,6/3 , % . - "y, X o=l (3)
konsliqs,fen‘r mit z1 v~
Check durch Lot 1 2 fo3 _ /6 - U L q
einsetzen: IX + 3K ¢ 13X T g F 9+ g = 5 =1 v
| 3 (8 .
X' & o2Xt L 3x = _i—z-f_sL *3'%"%’&&/ ()
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( Falls das GauB-Verfahren eine Zeile der Form 0 o o \ ok %o |
liefert, hat das LGS keine Lésung.
Falls das GauB-Verfahren eine '‘Nullzeile' der Form [/ o ©O ‘ (=)
. . . v
liefert, kann eine der Var‘n\;ablen X" frei gewihlt werden. Setze diese Variable gleich
einem Parameter,zB. x" =t . Lasung ist dann eine 'Parameterschar’.
h:alls m Nullzeilen vorkommen, sind m der Variablen frei wdahlbar, => m unabhdngige Parameter.)

Betrachte nun analoges Gleichungsystem, aber mit anderem Vektor rechts, ;’ i Ls.uyd
Um es zu lésen, miissten wir GauB-Verfahren wiederholen. Umstandlich!

Es geht aber auch kompakter, mittels Matrix-Notation:

Kompakte Notation fiir (a.1): gij xi = &; (1)
e 8 emlenn T eiteny o
(quadratisch) [ ilol
Matrix- - -
Notation (1): A- X = b (_,’)(:) = (3 ®)
oo
Angenommen, es gibt eine "‘ _ _lo
‘inverse Matrix' zu A, mit: A-A =1 = 0:7°I ‘ (1)
dann: : N
-t - a (3 -{ =~
A A(A-¥) = Ak (o)) =Gy ©
(W) (};g )
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Gesuchte Lésung: . - ! 1 , RS
(funktioniert firalle b 1) X A b () = (','.'.)( Z) ©




Eine quadratische Matrix

falls eine 'inverse Matrix'
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heisst 'invertierbar',

existiert, mit

AA =1 v oowd A4 o1
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o\o --0
wobei _ﬂ_ = , D -~ = Einheitsmatrix.
b > |
(l) Assoziativitat
(1) impliziert (2): A - A4, 4 - A .(ﬂ-'.oCH i (F] ) 4-‘)“4
T o S S

[Analog: (2) impliziert (1).]

= a'A_l = 1 —ﬁ‘/(‘&\

Wie findet man Inverse? Seite L5.4h. Kriterien fir Invertierbarkeit: spater...
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Beispiel: 2x2-Rotationsmatrix

= (\ " [ g ~ _ [°) Ri#) (~smg
Rotation: ¢, = (o) — ( Sugh | | e, = (() — L )
Rotationsmatrix: o b .
= ~Sin
[laut (L5.2d.5) sind Spalten v. R R(‘f)‘( Sin & m‘:) (2)

die Abbilderv. €, €, ]

Inverse v.R = T _ [ent- - Sin( - = |
Rotationum - K4 = Rl-9)- { # o cﬁ) = [n#) sl )
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Check: Q‘r&ﬂ’{(& = (C 5) [C '5] = lclrsz -CS ¥ s =(y o
oy =
Sin = : ells e Tser s L*S)L*"L\ {0 l} ¢
Ubrigens: R(¢) Rigyy = [ ' ‘5.][61 -S,_}= ‘ Cicp = S1se —=CiS2 —s,¢,
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Beispiel: Allgemeine 2x2-Matrix ! Ls.44

) 4 -l__ d -b verse existie
Sei A = [: oll 0 dann A = EJ_—L\;C—LC a] @ [:zr frjls ;t(oslT-L:I_:l: ol“‘
Check: v’
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Af ad-be [-¢ a] c d] ad - be [-ca rac  -cb +ad ° 1
Eigenschaften der Inversen
1) GAa)y" - 1"A" o)
-1 (1- ) - -
Check: (} A )O A\ 1: 3 : ;\ {4 . A ) =1 1 (6)
2) (A : BY' = B—'. A-I (5)
Check: (5-" A—l)( A & ) = g « 1R = @-" g =1 Q (8)
1
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g wie auchin R
Warnung: (ﬂ + .B) + A4 + E ®

(a+$)" + a4’ ¢ b

Bestimmung der Inversen: Riickfiihrung auf Losung v. n linearen Gleichungsystemen ILs.a,ﬂ

Sei A = in‘dz ¢ Mw{(c‘u,w) 0
und — — 3 R
q-—l;_ C EiCihl.: C’I_,_C'h.,, C|v\ = (C’"'”’Ckl"'l Cn) ®

ch . CJR (;4ﬂ n Spaltenvektoren, (Zh)\] - C-JIG )

’ mit Komponenten:
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R Rolle von b
K‘\/ in (d.3)]

Fir jeden Wert von kzz 1,..,n liefer‘l(é) ein anderes LGS (wegen anderem EK )/
zu lésen fiir den Spaltenvektor C k- [(h.6) hat dieselbe Form wie (d.3)] (3)

Die aus diesen Spaltenvektoren gebildete Matrix (2) ist dann die gesuchte Inverse, A




Die n Gl.systeme der Form (h.7) lassen sich gleichzeitig IGsen, mit GauB-Verfahren: ‘ Ls.¢1
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Beispiel (vergleiche Seite b):
Zeile:
Erweiterte Matrix:
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L5.5 Allgemeine lineare Abbildungen und Matrizen IL 5.5e

A -
\/ sei ein C -Vektorraum mit Basis V = Srmi \Sj i; J =1, M &—dim( V) 0]
\n) seiein  -Vektorraum mit Basis W = Jf’b\- 51\%}) L=l o £—dim( W) @)
N
[Hut bedeutet hier: allgemein/abstrakt, im Gegensatz zu bisherigen Spaltenvektoren inC“l c
A
Betrachte lineare Abbildung: A - vV — W (3)
Wirkung auf Basis sei: A a AVES A oAb,
— = . = J.

(durch diese Information ist A eindeutig festgelegt) U& — uj A( U‘{) v H { ()

Bild von v-Basisvektor j is

Linearkombination von w-Basisvektoren
Wirkung von A auf - A A " .

A

beliebigen Vektor in V : ?,- W = Q —> Allx ) = 3 = W 3" (s)

(dargestellt in jeweiliger‘ Basis):
A (s‘)

l.:}' ‘3 ﬂ(vx\l)

Npay o @A W oA b
H(U’-)X‘I = u\‘-x —’M;AJX\( o = \a_ﬂ“xJ ("

¢ A -
A ist linear, (L5b.2) - lﬁ
u
(7) entspricht einer Abbildung A : C — CM
zwischen Standardvekforrdumen: l Al S Z oD (qf u
e met(C,mm) (Y= X — A x =y = (4 g g

Beispiel: ] e ‘ Lssb
" A = S
7 \% A x \

v = Srduim,u’lz

J L \( -2 -'-l o f
Lau‘r Skizze:
a A 1 - -
F—”u’) u, ,-‘-+ w, L = 11, = q,= | , A =2 ()
“ — A 1 ] 3
"\(Vl:uz:"’l%+ (0= wid, = Ale= o, A%=- (2)
-
Konnen wir hieraus die Wirkung v. A auf einen anderen Vektor, X  bestimmen? Jal
~ _ A ‘\ 5 ~ " 5 [ A o 1
(3: ‘(\ :A(U\‘r—'vz_-ﬁ) ="4(‘U'|3-l + (UL)'Z. ()
(') (Z) A "
= (% |+w ) 4,2 +w,,-(-n))~’z‘ = 0, % o0, (¢)
]
I'I+§.'—z-f ;z,l-;(—«),S

Kompaktversion in Matrixnotation:

e R S Rl o R SR (M R WA R I




Fiir Basisvektoren: \} A W \[/ diese Gl. definiert die Abbildung \LS,SC
N
A A N a 1
V > uy 2w =l = w AN e W 0
4 J \
T l (L2.5a.4) (L2 50.4)1‘#1:‘,_
" V. & o S A
C 2 = g |———>uj=ﬂj= gigj-= F\j=Aj ec” @
Position j o ( ‘? N "'j
l Position i ﬂﬁ‘ (3)
0
Hj = Spalte ] der Matrix A st Bild des Basisvektors E’j unter Abbildung A. (¥
Fiir allgemeine Vektoren: \/ g
A A 5
A A A v _ L 5)
V > o = x —— Ax =4 =Y e W (
J
i Tés 14
| - Y - ¢ wa
C 3 le x  +——  HA:x =4 =[] e C
: ©
X“ 5“’\
L5.6 Basistransformation [vergleiche Seite L2.5a,b] [wie L5.5, nun mit W=V] \L S.ba
A X n .
ilﬁ Z, it};/z seien zwei Basen fiir \/} dim (V) = N mit '({‘ = 6—£,T‘3 a
J,ir= ll.../n
b, C"
~ A . v Y n
In {‘i‘r‘li -Basis, X =y X ‘_S_‘;q_r, X eC @) V /) lT
RPN T T Y 4\’w\ c
In {UII}-BGSIS, X = VX" — Xpe C
= 4,06¢s 1€ > "
Al 130 (i) A D A i 0] A Ti" \‘ (l‘) ¢‘U'l U .; . y
G mxs Ut s Ui (A = X'= by #505)
= T
L) 1 } ( : 0
Fazit: X't = T’\‘)XJ ) x 1;, T_,‘ ~--T|n )‘-.
e I N R A I
- f .o .- d »
Matrixnotation: X/ =T 5? [(A) : ' .4 " ){

: " : ", :V\ :
MU AT T e T
Neue Komponenten lassen sich durch Matrixmultiplikation von T mit den Alten berechnen!

-

= X (®)

= -
Riicktransformation mittels inverser Matrix: T. X' (_{—f) . T. m
—= 1

=




Beispiel: =Gl TV, 0

[ T, { b $
A ~, ’Z '\/":" .
V=t e YU ) (2 L
- 2 [ = =) _ |4 g
T, T% = ®
A ~ AI‘ A /’T\ T7.| Tl"- é 5
G, = Ui l-5) v Biz o 2
A
Der Vektor X hat zwei Darstellungen:
, e A . ~ A A ¢{; (1] _ (¥ .
Einerseits, in ing -Basis: X = v;-_l_ FU 2 — . |F 2 = x )
()
he i S . Nl O A D S
Andrerseits, in 3 'U;,} -Basis: ;Z = . 2 + U #/3 s ’,{/3‘= [X' l} =%
T, - W & e
(5) & (6) sind ' [ ' ¥ 3 “"_y" ’T‘ oY
konsistent mit ]X X . 6_3"1) [T T 1“ zl = V‘ le‘ }:i z] ®
Skizze und (L5.6a.7): x'? T4 T 12 hRIIT Ys
Transformation einer Matrix-Darstellung von einer Basis in eme ander'e \ Ls.¢cc
V — \/ sei eine lineare Abbildung, mit 2] . x > g
N (5.60.2) 6 ~ (5.603) ¢ ,
In {U:‘Z -Basis, X =7 W i () | In {'U:'(} Basis, x= w2 5 (]
A A = A . S ! '
y = 'u‘n\l L‘J 2 y = Ui/ﬂll ,Q_"_, y (29
= ’A
habe A die Darstellung 4 = A-x (® habe A die Darstellung T = A &
[siehe (5.50.8,5.5¢.6)] [siehe (5.50.8,5.5¢.6)]
- A Ay
Die zwei Basen seien Verkniipft durch die Transformation T: U'J = U, T"J @
(5.60.6) (5.6a6)
- = o = .
Dann sind Koordinaten x'=T.x ® gl =T J &
u . -',.. - ML !
verkniipft durch T.% ) > © - ' ‘jl (s 5 @)
L& - -
Und A" mit A durch: :1’°=T'3 2 T-A4-X% @ TA T .5 @
v ﬂl
( _ =
A" =T.A.T"

Interpretation: Wie wirkt lineare Abbildung auf Spaltenvektor in neuer Basis (wie lautetd!’ )?  Schicke ihn ()
zundchst in alte Basis (mittelsT™" ), bilde ihn dort ab (mittels A ), und schicke ihn dann zuriick (mittels T ).




Beispiel: lis'. Gd

Q + sei Streckung in ‘G', -Richtung um Faktor 2: A - &_o A
o) |zt ZlH—r —
S~ \//‘3 //
[Falls nicht offensichtlich, wird A wie folgt bestimmt: IR 7 a? .
. A(A e j‘~ v ¥ Vo2
(Géaly A(G)- v A v 2 290
| Ve
~ A L) n ! ’ql, v //
ABN=37 + 5,50 o A\
AL N A|z a qz" k: A:[;Rll=2.0) 3 —
AG)=5, 0 + 0,7 AL AL Lo :
C (¢) .
, . ~ ,
Finde nun Darstellung v. A in der 5 Ui'lﬁ -Basis:
(6b.4) 4 (L5.49.2)
(5i.8) -1 —_—,——————— ———
ql _ T-A.T - 73; _&L‘ 2 © .(_-,; I/L }’3 — L 19 %’ (5)
Ls L ° { S -'/3 3/4 1o (7]
A Ly
Wie wirkt Aauf . s, (& o ooz :
den Vektor x — X'= LZ_) / A= {4 nj\g) = s (R)
3
Spur einer quadratischen Matrix A e vt CC, wu) \ LS.e
Spur = Summe der v
Diagonalelemente: SF (A) = %’ A% ()
S 312
Beispiel: P (T—L}») = A4 lsr 2 = 6 (.2)
Spur eines
Matrixprodukts 0 - I . .
ist zyklisch invariant: Sfm) -—ZZ_(ﬂoB>‘.}= 2.0 j&‘i = _ngiﬂli"’ Z(B' n)jj = S|>(3'A) (2)
i i\" Y ]
£\ £, 2
Analog: §f(/—}-5-c)@ Sf C'A'g) = SP(B-C_-IQ) Ué
Spur ist invariant unter Basistransformationen:
§
A =T1a71" &
&) -\ @
! = S T q T = T =
Spla) = S(TAT7) = splr f\ Sp) o




Zusammenfassung: L5.5-6 Basistransformationen !ZL Sec

Zwei Vektorrdume: V= srm{ {;‘J?, , W = ch{{;y} ®
"~ A N A A L
Allgemeine lineare Abbildung: A: Vo W x= JX" — Y= oL 4 &)
N . S .
Matrixdarstellung v. A: Av) = 3 =A%, A- ;A" IS )
d ey J
In Standardbasis: A bildet Basisvektor GJ ab auf: ,Q\j = Spalte j von A @
Zwei Basen fiir denselbenRaum: V= span 6.1 = span{ 03
wei Basen fir denselben Raum: = (M U\i = Span U )
A A 3¢
Basistransformation: T:V—V 1):| = 'u'i',‘l'z & ©)
X I ! ; ) -
Matrixdarstellung v. T: T-= iT ‘&} Xt = TI& xd , X =Tx [
A . T = .
Darstellung v. altem Basisvektor U inneuer Basis: \ i - Spalte jvon T (8
- -t A’_ " =1 ‘i.' ‘_ _,j 1y
Inverse Transformation: T = i(T )‘licz = U:‘(T ) 19 x! -(T )i‘x )
Al -\ . -1
Darstellung v. neuem Basisvektor U;  inalter Basis: ( ),‘ = Spalteivon T ©®
!
. -_A.3 ol ﬂl.“/ . ! -1
Bezug zwischen ¢ = A.x vy und g X - A= T.4-T 0




