L5 Matrizen I: Lineare Abbildungen | LS.l
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Vielfdltige Anwendungen in der Physik:
- Lésung von linearen Gleichungsystemen
- Beschreibung von Drehungen
- Beschreibung von Lorenz-Transformationen (spezielle Relativitdtstheorie)
- Losung von linearen Differenzialgleichungen (nach Fouriertransformation)
- Bestimmung der Normalmoden von gekoppelten harmonischen Oszillatoren
- Bestimmung der Eigenzustdnden und Eigenenergien eines Quantensystems
- Dirac-Gleichung (relativistische Version der Schrodingergleichung)
Fir grindliche Einfiihrung: siehe lineare Algebra Vorlesung
L5.1 Lineare Abbildungen |Ls-1b
(oft reicht auch  TR) Beispiel: F = Rotation um 45 und Streckung um Faktor %,
Wir betrachten zwei- C Vektorraume, V' und 7\ F(w)
A\ emm——y
mit Dimensionen W bzw. y ‘ Fv) t
und eine Abbildung T Blv+why
F:Vos W, ¥ FF) =T ®
Kompaktnotation verzichtet auf ( )- v /} (av)
- - av F(v)
Abbildung ist 'linear’, falls ¥ abeC v e V' gilt:
Flag ¢bi) = aF(®) + bE(& @)
——— e —
Lin. Abb. ist ein Homomorphismus: sie 'respektiert’ die Vektorraumstruktur v. V und W:
erst addieren/strecken, dann abbilden = erst abbilden, dann addieren/strecken
3
Alltagsbeispiele: Foto einer Person ist eine lineare Abbildung von R —R
2
Foto einer Buchseite ist eine lineare Abbildung von R —R

\q)
Im Folgenden betrachten wir zundchst die Standardvektorrdume J = C, W=




!
n=1m=1: A : C > C‘l p Kompaktnotation (nur fiir lineare Abbildungen): LSic
/" verzichte auf ()-Klammern
x> 3=A(X) =fAx = ax , ae C Q)
Beispiel: wie in (b.2) gefordert .-
¥ = 2x  dann: Q(SX-I-L'{S = 3 (Sx (%) = sy + 6(3'{): s Alx)+ L AK) @

Essentielle Eigenschaft v. A: linear in x: Ax = ax

d.h. keine Konstante: Ax # oxt é k dann wire (b.2) (®)

und keine Potenzen: Ax # a3 nicht erfiillt
wie in (b.2) gefordert
Konstante wiirde Linearitdt zerstoren. Beispiel:

X > 3x4+1 dann: A(S x4 (K) = 3 (Sx ) +1= SGxs)s 66K s AN+ EAK)
—I10

—/0
2
n=2 m=1: A: < — ) Hjec
5(\:["'] —> U=H§? = Ax'+ Ax* i='.7.
X" (3)
2 2 oben-Index links, unten-Index rechts .
n=2,m=2: A: € — ¢ , "‘c’/ | Q"'&e@l
> xl jl S A IXI + ﬂlxl -=' 2
X It]"__)ij:[z]: Ax = 2 =~ ., J=h )
X (1 ﬂ 1 X+ ﬂzx i:\“l_

Beispiel: Rotation in 2 Dimensionen

x') - w1 x' -siucls X’ )
x Sind X'+ x| .
- l —- N -Siwn -
R T D T N T A PR
Oy sl"/\¢ /7 | md
Allgemein: n, m beliebig: .
f\j" (ﬂ'.x‘ + ... 4 A':‘XS%-.,.{- n’-\’,,\x"1 )
“ w !
H : C - @ ) = _‘ . .
a - ? 1 T N
5('\——>5=F?x/ mit | Y A ¥ ’r--+ﬂl><~‘+ ¢ A:,,x @
] LA e e
o : " i
Einstein-Notation: tj" = A lx& R LUREA )




L5.2 Matrizen \ L5.20

'mx nMatrix' A = {ﬂz&i ist rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n Spalten,

'Matrixelement": F\i\" €EC = r,4“ o (H‘S\ F.l'v:\ _ inill

Reihenihdexlinks(oben): el él g ] A o
Spaltenindex rechts (unten): 1=h

ist ein 'Spaltenvektor', mit Komponenten (ﬁ\ )7' =g @
(mx1 Matrix) \

?l

ist ein 'Reihenvektor', mit Komponenten (ﬁ L), =f j

(1xn Matrix) l
®
'Quadratische Matrix' falls w = n
Notationskonventionen: A ) Zﬂ"‘i , }ﬂgj} , {afjg (A "Q [(.\i.&l
]
oft auch mit beiden Indizes unten, oder oben: ’
Multiplikation: Matrix mal Spaltenvektor Spaltenvektor mit n Komponenten ‘Ls,zb
( ) ‘ ist nx1 Matrix.
N N ‘d-l(' M - u.3) BN . - . S
0 = ‘q X bedeutet: jl = Fll‘xl - (A") Xs = (ql)ox (‘)
J | J 2
Kompaktnotation: Skalarprodukt von Reihenvektor A% und Spaltenvektor x )
l .
jw fﬂ(|)(' t..4 ﬂ’:‘xl +...+ n‘ux“ ] rlq\l H(\\
—fids [—— — — :
="lpr X' vor A+ A Lxd| = ; :
E S A’y - nl;\"'
> : : . ' C "
1| LHM'X‘ bk Flmjx.\ Yoo ¥ FIM“X“' l‘\ LH_"" A § o
per Definition -
_ Matrix
Beispiele:
{
[l 3/2,} [ll [l-l 4-.?_..—;-‘ %1
P N ' = sz,
a4 (- 0.
2 - z 2t ) 'n z 1

2 S 3 2-3 ¢+ 5.t b
ES 3}.[-¢K = 2.2 F 3.2 = (33
L | 6-3 + (-2 2o (s)




Einschub: Matrizen bilden einen Vektorraum ‘Lizc

Wlu‘t(@.,w\'m) = [ﬂ -‘—‘{Hij}'. i:ll.../v«; 3= e, HiieC‘S ()

m-n
Menge aller mxn Matrizen ist ein Vektorraum, mit Dimension ~ #i*w, isomorph zu €

(i) Matrixaddition: (n’ g) — ArE ) (.C] r 5):1.5 Fli\" “'Bi‘j ‘elementenweise  (3)

) Addition’
o (I - z
Beispiel: [3 ;,] + [-—l |] = [,_ 5] 3\
® 0 .~ ©
Neutrales Element: ‘Nullmatrix: O = {" 2 °] alle Matrixelemente = 0 )
o 0 - o
Additives Inverse: A+ (-A) =06 = ~—A-= f’ntjg (<)
(2)
Matrixaddition ist assoziativ: (A+ B)r c = A« (B + <) (3
und kommutativ: A+ 8 (i) B + A ®

(ii) Skalarmultiplikation: (a B — 14 (;\A)i:‘ =1 Hi", ‘elementenweise )

¢ Multiplikation'
ec 3(1 5) _ (z 1)
Beispiel: Y N S ®
Wirkung einer linearen Abbildung auf Standardbasis \Ls.zd
. n . - s 2 Posu’rlon
Standardbasis in C . {e& 1 J=hem e e msgesamm ()
O

Was ist das Bild eines Standardbasisvektors fiir Abbnldung A? von insgesamt WA
A' 0 4y ﬂ:‘.,'o A" I-» ﬂ

Standardbasis in <o { ‘ti I VE LM
Position 2

Position j: o F\:'| . A ‘&"' Ay (/-:]j o8’

G=T" |~ |ai-a-nn [ = A |- (s
S el el UL
5 s _ g (\ = FR e Fl
e — Az = LA @ 1\ 3

A-& = Spalte j der Matrix A

Fazit: fir lineare Abbildung A - CM —9QM ,dargestellt durch A & wat (C, ", )

-

liefert A,! (’:‘ Spalte j der Matrix A ) das Bild des Basisvektors e\" (SJ




Transponierte Matrix (das werden wir spdter brauchen) iL 5.2
sei Ae wmat(c, n 3 eine X W Matrix, mit Matrixelementen @ i

T
Definition:  Die 'transponierte Matrix', A [sprich: A-transponiert] ist eine N x Matrix,
erhalten durch Vertauschen der Reihen und Spalten von A:

rt
o AR T (13 s 1203
Beispiele: f = (qu), A = 13| B =(u:- b)/ 5'T=(; i), C =(:Xl C_T=(u.s)
SSs ¢ 6 (2)

(1

auf beiden Seiten der Gleichung gilt:

T T . N .
Forma: A ' hat Matrixelemente (A ) -qa'. linker Index = Relhenmdc'ax
J | rechter Index = Spaltenindex
(3) kovariante Stellung (oben/unten) unverdndert
T T
Rezept: um Reihen/Spalten zu vertauschen, 'verschiebe Indizes horizontal': A ,J —= A J
J‘<—

Gilt auch umgekehrt: fiir n x Matrix B , mit Elementen 1'7J- &
ist die Transponierte, BT , eine = Matrix, mit Matrixelementen (BT) J = 5] (S)
Rezept: Horizontale Riickverschiebung der Indizes: BJ. LN B —’j = BT J (‘)
Zweimal transponieren liefert urspriingliche Matrix: (¢ T )T = A . (,T,)
In alle-Indizes-unten-Notation: (-&T)j = i3 i (g)
Adjungierte Matrix (das werden wir spdter brauchen) |L5.2.‘F
(andere Namen: adjungiert = hermitesch transponiert = fransponiert-konjugiert)
Sei A e mat (i‘, In) eine X W Matrix, mit Matrixelementen J (")

Definition:  Die 'adjungierte Matrix’, A+ [sprich: A-adjungiert] st eine N x Matrix,
erhalten durch Transposition und komplexer Konjugation:

'Kreuz' ( -2

Beispiele: A = Loy e } A f = | -¢ @)
1- 20 b -1 +S ’ “
Formal: (‘4 )\( = A i ) AT
Rezept: 'verschiebe Indizes horizontal' und konjugiere: A i S ﬂf‘i @)
Az
Gilt auch umgekehrt: fir n x Matrix B , mit Elementen BJ-
ist die Adjungierte, .‘BT , eine rn  Matrix, mit Matrixelementen (3-}) J = I)j )
Rezept: Horizontale Riickversch. der Indizes und Konj.: BJ- —.L) ‘B""j = 3-" | )
Zweimal adjungieren liefert urspriingliche Matrix: (Q'\' )1‘ = A . &)
Trdiope. ) _ 1\ _ —

In alle-Indizes-unten-Notation: (& )J = B i €&




L5.3 Matrixmultiplikation: Verkniipfung v. zwei linearen Abbildungen

C — C — C 0)
B - s -
= §o=Af 2 =B7 - (k) 2 X o
. io_ oAb o R _ R 1 _ ok g o
Komponenten: \1 = A - 2° = B o= R C st 0]
Spaltendarsfellung'
:‘=‘,.--,n =l ,m kR =, ..,f.
) | : : 1 .
% y' (F\j X] %'} .01 (B0 ) Cxi)
: A : Ei h B '.k - { o ! ; |
o— (o] = 0] B B N At sl o= R
R R St B o R e vl
X" “ gl ) b ' 0.
| X 1 (A ¥ L2 1By 62,;ﬂ"sx~u [CiH |
% C = ®BoA o . (2
[ s C mit C = @®-A
X ¢ C = Boh > Z =C-x (‘_hj (3_1 Bk,gq"' 6)
v 4
Matrixmultiplikation (zusdtzliche Struktur zu der des Vektorraums) ‘ Ls3b
L Mw{(«:,ﬂlr_’\)xm(ctrln) E—— WLﬁ't(C|e(Y\) 0)
(3,A) — BeA =
Summe iber ‘innere' Indizes
. R (3a5) l (2a.3 4) R =k - o
mit C :\ = B 'l. . ( ) ( ) = 6 ’ lqj
= Skalar‘produk‘r von 'Zeile k von B' und 'Spalte j von A'
Nur definiert falls (# Spalten v. B) = (# Zeilen v. A).
Explizit: " “
[ Zeilen, w spalten D Zeilen, w Spalten A Zeilen, W Spalten
\ \ \ LI
(¢ c‘; '] ﬁza,-. 5.,41 p - A
.R . R . ) :’
- L; . , : (3)
'2, L ‘t - . A
eyl (s m.-w 0% - oy
7 .
Zeilenvektor k. von B Spaltenvektor |  von A




Beispiel: (I=3,m=2,n=2 _
eispiel:  ( m=2,n=2) . ILSB(',
e\ |

s | .o ¢ 2-2 L 4 20 4 3
B,A .- °1) _ i .
= fes|o, ] = 4 S 40 £ 5L bl # 5. = |!l®
! | o e F6.1 Il + 06 o |
Eigenschaften der Matrixmultiplikation )
1) nicht kommutativ: g8 *+ B8-H (sogar gar nicht definiert, @

falls Dimensionen nicht passen!)
Beispiel: (I1=2,m=2,n=2
eispiel: ( ) [3 . ]
L2 b z

A{% = ( " 5)(‘:1 g = (n L\ 3+t -6+ 22

+ ()

43 51 4. +S°2

A
verschieden | ( verschieden !
( (Lo |
[/} '3

3 6 \ 2
. = < . .).L. . ‘.S
Be# (?_ z)( W s ) N ‘i@z) ?( F Y 3.z+ = [Z‘i— 3&] (lr)
. 7k 1 ¢2°§ lo Iy
2) assoziativ  (falls definiert) | Ls.2d
D= (C IB)' q = Lo(Buﬂ) = g ()
Beweis:
£ £ _r 1 £ R 1
. = 2 C R = Z Z 7= Z . .
D,l 1,( ) ﬂ A kaB;)HJ ;%(Ckgla!) )
. ) ') gleich |
DJ = ZC\{(ﬁ A) CR(ZB A ) ( @
Reihenfolge, in der die Terme addiert werden, ist egal, Z Z Z 7_'. denn )

!
Addition von Zahlen (hier Produkte von Matrixelementen) ls’r assozna‘rlv!

Beispiel: (k=2,1=2,m=2,n=1)

o\ (2 2\]fo (12 r o) (13 *°'°))(°) - et oo I3 +°'—'°'() - (3] 6)
(I l)(lo)(') = ((|z_+z|) (13 #2-0)/\! 20k 2.1-2 ¢ 1:3°1 +20-1| 3
2y 2rr  2%) 2xL 2% 2 x¢ 2x¢
Dieselben Terme werden in unterschiedlicher Reihenfolge addiert.
(I o) (z z)(o) _ [ o)( 2.0 +3-1 _ ?)I-'L-o-)-l-l-li-o'l-b +0-0-] ) (3)
2 ho : - (ll 1-0 +o'l) - 12.p%l.3-1 #2 -1-042:0" (3 (c)

Lx2 2rz  2xi 2r 2% 2x ¢ 2xy




3. distributiv

. (18 pc) = AA6 v wdc o ILSse
mAed
Vs il \
' b R ai g A WA
Beweis: A"n(lﬁi ¢ /AC&) = } RB& ¥ /A | B
ebenso: (,A’Q r/ig)*c = AA.C o+ Va .C ®
. (AA) 8y = Dula-e) “
oo NI
Beweis: ('}‘ﬂ‘k)(/u Bh\i)) = 7\/4( A ‘lﬁ\i) )
5. Falls H,8 ¢ mAlC v,y = At cwat(Cin,q) ©

Quadratische Matrizen sind 'abgeschlossen’ unter Matrixmultiplikation.

Quadratische Matrizen bilden eine 'Algebra’.

Eine Algebra ist ein Vektorraum mit einer Produkt-Operation,

VeV =V,

l L5.3f

(W,0) = wv,

(Iu)

(16)
(1c)

(2)

Ga)

(35)

welche die folgenden Distributivitdt-Axiome erfilllt (U, v, w € \/, ce C):
(1/&1'0-)"«) = U W U
u.(v{-w) = U-v + UV
(o) = (o) = v (ew)
6. Neutrales Element der Matrixmultiplikation
'Ei_r}heit_smafrix' (engl: identity) q - 1 1 0) _ % 3{. }
(firm =n) o N J
L (Einser auf der Diagonalen,
ansonsten Nullen)
LA = A = A
. V/4 u \
N ! ¢ _ v
denn: d A y A y A K
Explizit:
(n=3)

A3, A3 43 A3, 43'& A3!

)
(60 A'c A', ¢I|3 p'e A's n's Al el 9‘3 (6o
D\‘D nll qu ﬂls = HZ‘ A?—L als - A.Zl ALL AL} D\o
vo 1 llpd, @32 A%

b0l

\ ()




Adjungiertes Produkt LS.3
Sei HAe M(C,CIM), Be wmat (C,m,n), sodass B -B= wat(C,(n)

) Adjungiertes Produkt =
Es gilt: (A @)T U H+ Produkt der Adjungierten, 0}
3 in umgekehrter Reihenfolge
f Lot } t
Dimensionen: wx { =(£xn) = ((Exu)(mxa)) = (mrua) - (fxmd) = (urm)(nxl) = axl (2
L k) T e T g iR
Beweis: ({.) ) B)+ ) (z » (A- &) = AwB i = AwB i G
! d gleich !
(362 ety . — - &
(' at) ¢ = 5. k'l = gRA'Yy = ARE ®
| ! Multiplikation von Zahlen (hier von
Matrixelementen) ist kommutativ!
Beispiel: (I=m=2, n= 1)
. ). 3 = (-t + i k- = triad) = (41 -5
(s (( ) (zt;:‘zs) (lbl—l!,zl""S) (labg(-le:cil -0k i) (4', 5;5))
N + - - -~ = - - - —_ -
o GO T -G,
3 2 Tt - — ' !
)
, . T T
Analog fiir Transposition: (A-8) = g .47 ©
Zusammenfassung: L5.1-5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen “7; LSa

Die Abbildung Fe \/——>W ist 'linear’, falls F(a?ri—(bi}) = OLF(G) + LC(,‘—,‘) 1)

Fir \ = G:V\, W = Cw‘ hat eine lineare Abbildung die Form:

A " - - . I - \\ _ N o X 2
A:C—>¢ , 3 A% omit g o= (X = A X ©
= A%
m X n Matrix: - (Al ) 1
oL ' ' i Spalte j: A. = T ®
= r‘\ U ... ... w = ° P J :
. : n § A \ {(,\ \\1 : At
: :i .{ r=,... § {
1 ) .
a ! H ;‘ H “ J= b \AM
: : _ Reihe i 4
w - . v (3) o : ;
A oAy o B A = (N-;-",A? ay) 6
Abbildung der Standardbasis .61 —s A EA = Q\‘ = Spalte j ()




Komplexe (mxn)-Matrizen bilden Wil dim. Vektorraum, o« t[:wwl LZ_L_S_L_

Wla‘t (({:, w\' V\) = { A = {AL& Y= R :i= Lo ,n, ﬂ]b\"écg 0)
mit Matrixaddition, n e 4B T~ Al L
(elementenweise) ( ! X = ! ((‘}#5) D A Jd. ﬁ\j (2)
und Skalarmultiplikation, < .
(elemem‘enwleﬁsle) ° ( 3 ! 4 \ = 2 4 f (1 g)‘\\ = AL‘J (3)
Verkniipfung von zwei linearen Abbildungen = Matrixmultiplikation
1) A B8 L
¢ — c” — C @
> 3 - - R - -
F= s { =AF 3 =B s B{hy) = CF O
(5e.3,4)
& b ) N Rz, .., L
o t =1 Ay = R, 4. - ©
Ci=b.0, (&%) (A) 6. A Pt ©
(Zeile k von BY (Spalte j von A) 3 S

Matrixmultiplikation ist assoziativ & distributiv, aber nicht kommutativ !




