C: Calculus
Cl: Differenzieren (Ableiten) 1-dimensionaler Funktionen

Lernziel: verallgemeinerbare Interpretation des Begriffs 'Ableitung einer Funktion'

Cl1.1 Def. der Ableitung !

Cla

{f+ R >R — f(x+0)

sei eine glatte Funktion (keine Spriinge, keine Zacken).

'Ableitung von f am Punkt x ":

= (1)
f) \ ~— ~
‘Differentialquotient’ 'Differenzquotient'
Interpretation: Steigung v. am Punkt
Alternative [ - _ \&_
Notationen: 'Y () = = = = (1)
Verallgemeinerbare Betrachtung: Sei 3 klein, aber nicht infinitesimal klein.
in guter Ndherung, wird exakt fiir
Dann: M ~
$ - / (@)
® N
Grundlegende Formel: f(xf §) = x %48 (2)
E1-Sprech: 'Taylor-Entwicklung' 'Mutter aller Ableitungen'
Schreibe x+§ = “ £C ) = £G) + £ (x) @
linear iny!
Interpretation: nahe bei x kann ndherungsbeweise beschrieben werden durch
eine lineare Funktion v. |

Allgemeine Faustregel: jede Ableitung liefert eine lokale Naherung einer Funktion
durch eine lineare Funktion!

0)




Beispiel: [ = )<3 (1) Clce

3
f(« Y = (x )
2 z : (2)
3
ausmultipliziert: = X # ax o+ 3( Yx ¢+ C )
— \__’___'/___J
Identifiziere: = + (®
[(durch Vergleich mit (b.3)]
(
Fazit: flegy =
bedeutet: Terme 'hoher als lineare Ordnung in ' (hier: )
sind vernachldssigbar relativ zu o wenn
vernachldssigbar relativ zum
ersten Termin[ ], falls
3 2 f—‘“.j‘—’ﬂ
-E(g + 3 = X + [ 3 x r :\ ([f)
C1.2 Ableitungsregeln  (aus Schule bekannt? In Ubungen trainierenl) l Ccid
(Siehe auch Skript, Mathe Vorkurs)
1(, 3 4 Tz — R seien 'glatte Funktionen', a ek
Ableitungen existieren Kompaktnotation:
CdC ) A Y. d ) ,
Produktregel: T = — ym (1) (f 35 -
/
Kettenregel: A( ) - ) ('F(j)) =
dx
d (2 /
Inverse: * = dal¥) _ O(Q(x) (_'_) -
fly) = dr 4o Iﬁ dx [3) 3
§=5%)
Ableitung der df ) lfl) o (f ") "
Umkehrfunktion: Ax &
-1
£ (x)




Inverse Funktion:

sei  §'die Inverse Funktionv. f Cle
, -F(P
70y =
dann gilt: ) ) /
-1\ KR =
I s k= S
Fw| -
(d.2), mit4= =
T 0 __ (2) | /
P34 - ’ : X
®)
() -1
Beispiel: ,&(x) ) f (¥) = ) F(J>= @
I I
d b @ ' = ' = = — (9
dx
C1.3 Ableitungen v. wichtigen Funktionen @ C1¥
A 1% X -1t
— X = X ¥
Ax @)
i din(x) = con ( 4
* sinus ") Ax Cos (v = ~ ™ (%) (3)
'{ . ’{ cosinus
= don(y) = L ok R :
& x 1 col (v} = “
* fangens cen (% hx cotangens 3""‘-1 (x)
A x x A '
i & = ¢ & o = ©
Exponentialfunktion .
logarithmus
- % -
sinliy = sl —e] colile) = Slet e ®
sinus hyperbolicus cosinus hyperbolicus "
M(g) = M cf)“t(k) = —Cisz—(is (1.)
tangens hyperbolicus and. (x| cotangens hyperbolicus sint ()
A by = cnbily Al = sinll¥ &
Ax hx
A SR A i !
Ax holty) = cal.“(xd Ax i) - siul 20D )




C2 Integrieren 1-dimensionaler Funktionen Czra

C2.1 Grundidee der Integration

Lernziel: verallgemeinerbare Interpretation
des Begriffs 'Integral einer Funktion'

Beispiel: Bestimmung einer 2-dimensionalen Fldche:

Schadtzung d. " el of -
Gesamtfldche: F o~ Z = (() \\F dche einer Kachel:
" Anzahl Kacheln:

N A
Bessere , .
Schatzung d. ‘
Gesamtfldche: F o~ E = ®)

) RASA

Tatsdchliche Gesamtfldche erhdlt man im Limes

. L . s Fldche einer Kachel:
unendlich vieler', 'unendlich kleiner' Fldchenelemente. :

Anzahl chheln:

Kompliziertere Aufgabe: Fldche sei ungleichmdBig
angemalt. Was ist Gesamtmasse der Farbe?

Farbmasse der Kachel bei (xz,y’_)
—_——

Schdtzung der
Gesammtmasse: M = P )

Massendichte = Masse pro Fldchenelement

Tatsdchlicher Farbverbrauch, akkurat bestimmt im Limes unendlich vieler, infinitesimal

kleiner Kacheln: Integrationsmass (2-dimensional)

. Funktion von zwei
M = \\w\ 2 @)

kontinuierlichen Variablen

n

=1

Integrationsbereich Falls p(x,j) = (')
dann = Fldche von
Allgemeine Faustregel: Integral = Grenzwert einer Summe (3
Diskretisierungsparameter:
‘Riemann-Summe’ = |; . . .
em mm li Z Diskretisierungsindex: y

. ist proportional zu
Mutter aller

Integrale' Grofe, liber die summiert wird:




Beispiel: Fldache unter einer Kurve Cz2c

iy R —R,

Integrationsbereich: S =

I
Diskretisierungsparameter = Kachelbreite:
Diskretisierungsindex: 0)
Fldche v. Kachel { : (23
Schatzung d.
Gesamtfldche: &) = 2 (3)

Tatsdchliche

Fléiche: Fly) =l > = )

Definition: 'Integral d. Funktion f'

Integration als 'Umkehroperation' des Differenzierens \C 2d
Wie dndert sich  F(x) als Funktion von ? / So—| |- )
(halte fest, fiige eine Kachel hinzu) B o | Y | N\ﬁ
H7/ i S——~ ] o
D M ) N { ~—
Foe ) = 324 ( \ LY
f=1 /4 Bkt §
”X o
= S Z- 'F!’ ¥ (D)
,e =1
& + + G
) Mutter aller Ableitungen
3 (1a.1)
Aufgeldst nach f: 'F(") = = @ ()

Im Limes S—-?o erhalten wir den '"Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung':

X
F(x) = fb dy ﬁ(@ — (s)




'Bestimmtes Integral':

F( Y- FC) 0
D g,
= 3.70[3 Zzﬂ[e ~5£Z=‘¥z] @)
. b
= liw §>f, = fd} fip
oo ? AR
()]
= F(

474

Standardnotation:

dF(d

—_———

Falls = £, st Fixws

X

Stammfunktion ist
nicht eindeutig:

‘Unbestimmtes Integral’:

X FCx)

C2e

a b
= Fldche unter Kurve zwischen & und &
=Ry = Pl o= [r] 0
eine 'Stammfunktion' von f : x — £(x) (&)
ist auch eine Stammfunktion. ®)
N beliebige Konstante

C2.3 Integrationsregeln

Partielle Integration

Sei Fly) = mit
Produktregel: F =
JA“ () Haup::safz ‘i:l _
b (1,2
Umstellen: jdx =
a
Nitzlich, falls einfacher ist
T
Beispiel: fdx x Aml(y) =
(2
= - =

U'I
J

-
-

beliebig aber differenzierbar.

(entstammt der Produktregel)

WY b WU ®
wWov ¢ mv’ @)
b b 'partielle
[ ] —  |dx Integration’ @)
o (N
()
= &




Variablen-Substitution

(entstammt der Kettenregel)

Sei { () = 0) B
b +
0 oA Hauptsatz
o fg) = 43’: P = @ "
a
——
Sei ferner j : — —> (3) & b
eine monoton steigende Funktion v. und betrachte F(‘) ) als Funktion von
€ ()
Kettenregel: F( Yiw) = = )
Hauptsatz
. d - = fC )-
jdx('d. :% figra) = 72 Flyw) = = FC)-FC )
= F( )’ F( ) ((’)
b
> G
b= /dr f%} Fige) = / dy Fy) Q)
_ 4(5) b 13(") : 1Cz4
"Variablen- 4(b)
[y(x) monoto
Substitution": fd" oﬁﬂ(—,‘) f(\‘](x) ) f f(y) Zu);e:\annd]n y@l
j(oo x
& b
Stei Stei [y(x) monoto
pos?:ir\]/g neggauf?\? a);):ehr:‘ner:\d] " -'15((8‘ ¥\
« » X
Merkregeln: .
e Interationsgrenzen:
Substitution:  rptegnationsma: } x > Yl
) Eselsbriicke Aud . (3)
j: ) Y = Y(\‘ fad = o~ n)‘ (2) ?
Ax -
Beispiel: T = !dx (&)
C1 o« ﬂ)
Integrationsgrenzen:
Substitution: Integrationsmaf: 1) (2) o
= 5) _n = =
Yoo Ax = SR g = ®
)
_ < \ L \ zb \ \ \
L/ﬂ>(\)u = 23‘ --z{’z‘:‘,—.}— (4)
© e i




Variablen-Substitution (intuitive Diskussion)

Kacheln miissen nicht alle gleich groB sein!
f "[;, b ] — IR) W= ¥(33 (M)
iﬂzz seien Grenzpunkte v. 'ungleichbreiten’ Kacheln.

Verallgemeinerung der Riemann-Summe:

b
{33#(3\ = \-'w\ %“'SQ)[

L.(-—boo

] ®

u& 0u™ ‘jﬂ,
(U - At
Breite v. Kachel 4

Umformung in Riemann-Summe X, = S - 2 @)
mit gleichbreiten Kacheln: S = (& oS/ ()

m
Kachelbreiten seien bestimmt durch eine (frei gewdhlte)
monoton steigende Funktion, y:

xilo bl [$,c]=[l3(a),(3({>)]
Xy omit Y= Ylx) o ©

Cz2

Variablen-Substitution in der Riemann-Summe:

sy =k G
fag by = Vw2 E0gplY )

Yei= a

1.5)
( - hw\ % f( ‘3(%2)) X ‘3 (Y“-JS— ‘3(%@} S

[NECY-

LL(Cl 52)  Mutter aller Ableitungen

2 fim % 1;(%(,(1\,) J%{E(XQ) 3

N =0

)

(3

®)

b . .
= £ (x)) entstammt den ungleichen Kachelbreiten
{de- J B in Ausgangsformel (i.2), und beschreibt R

die Streckung/Stauchung der
Kachelbreiten, die beim Ubergang zu
gleichbreiten Kacheln generiert wird.

'Variablen-

® 0
Substitution': fd7< _'3(_") r[j(x)) =
a *

&)




Zusammenfassung: C1-C2

Cl: Ableitung 1-dimensionaler Funktionen

Definition d. J‘F(ﬂ) _ ‘F‘ _ ‘(M -r()( + S) - F(*) ________________
Ableitung: Fr (0 = 5o < )
(1
Jede Ableitung stellt eine lokale Ndherungen |
einer Funktion durch eine lineare Funktion dar! f()q- 3) « £6) ¢+ S %ég) @)
Produktregel: O[(Iﬂ ) ol(f(v)) 3[\‘) £(x) (1{3(‘#) ) )
ol x dx dx
Kettenregel: &(‘Hﬁ (")» 0{[(3) \ dalx)
dx 4y Yq=q09 §x ¥)
. =¢ )
Ableitung d. df 6 - —
Umkehrfunktion: d % A £(y) \
dy 4= £ &) @)
C2 Integrale 2(t
NS !
Ri 5 . L ,
iemann-Summe ‘M Sz XL )
S -0 L=|

Fldche
unter Kurve:

'‘Hauptsatz':

Bestimmtes
Integral:

'‘Partielle
Integration'

'Variablen-
Substitution':

Fly) = \éwx S%ﬁ = ij 1((:/) ) ’

X
Fod = [agfy — 4t gy
X

'S b
‘(0(37‘:(3\ = F(b) - Fla) = F(‘S\\a

A

b b b
de u(x)v'(;) = 'M(x)if(x)\m - /Ax %

y(y)
) = fdﬁ f[y) , 0{3 = dx 5‘(%) )

Yl

6
fdx duiry £ 40
o dx

Q)

()

/()c Yvilk) (5)

x = Y
a — Y4

b 1= yb)

©)




