Erlduterung der Seiten- und Gleichungsnummerierung:

L: Teil "Lineare Algebra" in AD.

L1: Kapitel L1, "Mathematics before Numbers", in AD

a: erste Seite im handschriftlichen Skript zu Kapitel L1

Gleichungen die auf Seite Lla (Kapitel L1, Seite a)
stehen, werden zitiert als
(1), (2) falls die Zitate auf derselben Seite stehen;
(a.1), (a.2) falls die Zitate auf anderen Seiten (z.B. b,c)

Lla

desselben Kapitels L1 stehen;
(L1a.1), (L1a.2) falls die Zitate auf Seiten anderer Kapitel

L1 Mathematische Grundbegriffe (2B L2, C3) stehen.

L1.1 Mengen und Abbildungen

Zwei Mengen: F] . R =

(x,0) (%, =)

(+,0) G,

kartesisches

Produkt: Ax & = E(a'b)l Q/GA, bé&g - (A,0) a,n)
‘ist Element von'
Abbildung:
Definitionsmenge Zielmenge
% 4
Name der Abbildung 7/ F ‘A —R
a — F(a)
Argument J “Zielelement
- L1k
Beispiel: F - [}JD — i', ._11 \~
v
n o F) = (1) ‘* ° ’
'» | T L3 73
- ‘ ¢ ( F(A)
Bild v. A: F(a) =1 Flxeh} < 8 _°
~; ﬂ v 2
'ist eine Teilmenge von, oder ist gleich'
Eine Abbildung ist... A R
surjektiv falls ¥ beB gilt: b= F() fir windeskus cin o e A
ﬁj—: alle’ ‘alle Elemente v. B werden erreicht’
()8
] +
injektiv falls ¥ beB gilt: b= Fey fir Wodiskes ein a e A vad
'kein Element v. B wird mehr als einmal erreicht’
A &

bijektiv falls ¥ beB gilt: b =F() fir Séwow« ein e A

'1-zu-1-Abbildung'

(injektiv und surjektiv)




Verkettung / Komposition Lic

F: A -8B |, % R —C %o: A — ¢
a s Fla b s GO o b S(F(a»
GeoF

Beispie: A, & ¢ = Z

Flo) = a4 S(D.—_ 2b | (ﬁoF)(ﬁ.) = 2 (atr) A

Inverse einer bijektiven Abbildung:

X
F:A—>8 £ B A F
o +— F(a) Fla) s F-‘(F(a)) = q
Bindre Verkniipfung: H: Arg — C
Definitionsmenge ist ein
kartesisches Produkt: (a, b — < = H(a,b)
Beispiel einer bindren Verkniipfung: Hohe eines Gebirges L 1 d

R = g(k,g)\x,yemg
—~——
ﬁ, . lE)rlR — R

(xy K(x, 3)

fuls)

()
Y 4
(x,4)




L1.2 Gruppe: (einfachste Struktur die ‘Operationen’ mit Elementen erlaubt) \LI e

kartesisches Produkt

Definition: Eine 'Gruppe' Gq = (ﬂ} o) 0o AxA — A )
ist eine Menge A ausgestattet mit s
einer bindren Verkniipfung, (a b 3 — Qe @)

und folgenden Eigenschaften (‘' Gruppenaxiome'):

~ firalle’
i) Abgeschlossenheit: Vabed ; aeb ¢ A ®
ii) Assoziativitdt: (o bYe ¢ = a s (b . c) ®
('es existiert’
iii) neutrales Element: Je eﬂ/ sodass GQee = cea = (o Yo ¢ H )
/
iv) inverses Element: Voaen 3 be A wi a-L se =bea
'z b
~
'links wird definiert durch rechts' (3
Falls neb = bean ‘kommutative Gruppe', ‘'Abelsche Gruppe'
Fals Oe b + bea ‘nicht-kommutative Gruppe', 'nicht-Abelsche Gruppe' (&)

T(¢)
Ry,

Rotationum 4 Tf+360) = T(F)

7

$red | beto, 0, im, 270 3§

'linke Seite ist Kurznotation fiir rechte Seite,
bzw. wird durch rechte Seite definiert'

(%

- n

Verkniipfung v. zwei Rotationen aus C sei die Rotation um die Summe der Winkel:
o: K xR — ®

® q" K Po Verkniipfungstabelle:

e |O|90] Ig0|220

2B (118) , rlp) v Y@ o nlp) = v(bep) O

)]

O|06 |g90|lg0 |20
(%) ® 90|70 | (30| 170| ©

T(5)» 'F(‘ib>

"

(gol|r
T(9)s (188 = (270) 6y gollrgo[z20| © | 20
2 2?%0| O olr¢
4’(27070 rlIge) = 'T(QD) @ 9 80
(qu 4 ) ist eine kommutative Gruppe. (bestimmt Gruppe vollstdndig)

Neutrales element: r( 0) (Inverse von T (¢) > = T'( 3¢o —4>>




Beispiel 2: Addition ganzer Zahlen modulo g L L o
Definition: fir [, 1 €& Z  sei P wool 9 = positiver Rest v. (p geteilt durch q)

Beispiele: S mod & = ? ol 4 = | (

¥ med y = 3 -3 wod 4§ = (—q..l-l)rw_odt{ =q( 0O

Definition: Zi = {o L A rL-:z ®
Verkniipfung v. zwei Elementen v. Z‘L sei ihre Summe modulo g:
o 2ix zi — ZZ (%) Verkniipfungstabelle fiir q = 4:
' e ||O | 2 |3
e, P > PP = (prpiwad g ©
ollo|/ |2z |2
2.B. fiir q = 4 ce 1 = (o+1) med & = | @) (W 21 3| o
le2 = A =
o I E1) wmok & 2 @® | P I I
2 e 2 = (3 (-z) wod & = ( (1)
3| I -2 A i
( Z Y 0) ist eine kommutative Gruppe. (1) (bestimmt Gruppe vollstdndig)

Thre Verkniipungstabelle hat dieselbe Struktur wie die von( K?o, o)
Folglich sind die beiden Gruppen ‘isomorph': (Zz ) = (K,,, e) [AD-Buch, S. 9-10]

Beispiele von nicht-kommutativen Gruppen IL 1 {v
Rotationen in drei Dimensionen: — ‘g’ c_l» jl 0
aN\

Rotationen um verschiedene ' / verschiedenl!
Achsen sind nicht-kommutativ =2 c_l} Q ﬂ/ I@ ®

(Reihenfolge ist nicht egal):

Permutationsgruppe  z.B. von 4 unterscheidbaren (nummerierten) Objekten

Kurznotation:

Beispiel einer Permutation: 'Ersetze 1durch4, 2durch2, 3durch1, 4durch3": [.lﬁ. y | 3]

(Die Ersetzungsregel bezieht sich nur auf die Nummern der Kugeln; sie gilt, egal wo die Kugeln liegen!) (»
Permutationen bilden eine Gruppe, mit Verkniipfungsregel: ’9" = P'c P =erstP,dannP' v
P’ X
® © r | o-®@ » o © p" Y P
)| e O CETN o 23] = [21343e[4e1s] U
o © @ @

N

verschieden!

/

e .

(24121 = [az?|31° ['ursu] ©

@\/@)

®
@ T @“(? P
® @\@




L1.3 Kérper LI i

Algebraische Struktur, die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division erlaubt.

Kérper: - (,q + .) (zwei Verknipfungsregeln: ()
Lo Addition & Multiplikation)

- Addi‘rion:(ﬂﬁ) bildet eine kommutative Gruppe, mit neutralem Element = O . ®
(addiﬂves Inverse v. & ) = -G Subtraktion: oo -b =+ (- b) ®)
- Multiplikation: (A , ? ) bildet eine kommutative Gruppe, mit neutralem Element = | . &)
-( _ -/
Multiplik. Inversev. & = O Divisionn O-/b = a4 b (s)
- Fiir das neutrale Element d. Addition, O gilt: Osa =0 ¥aehf A
Also hat O kein multiplikatives Inverse ‘:; [sonsf wiirde gelten: Qe = o ]
= 0 = v¥och
- Distributivitdtsaxiom: O ¢ (b+re) = a-b + acc @)

2 (ausgestattet mit der iiblichen Definition von Addition und Multiplikation ganzer Zahlen)
ist kein Korper, denn Multiplikation hat kein Inverses in # «

Beispiele von Karpern: I L !

Rationale Zahlen: (Q = i 1/}7 l i,/o e £ , P #o % “
Reelle Zahlen: R = alle Zahlen, die als Limes von 'Folgen von o)
rationalen Zahlen' dargestellt werden konnen
2.3 (Z = 1Lulez... e = 2 & ®
’,lll = /lﬂ & Q
/00

kann approximiert werden durch die Folge

! _ et
iy S €@

lgtey = leret
' OOV0 €Q

]Z _ alle Zahlen, die gebraucht werden,
um eine Linie zu Parametrisieren




Komplexe Zahlen: C \ L | k,

Ausgangsfrage: was sind die Lésungen der Gleichung X = = L x e r (O

Lésungsansatz: erweitere unser Zahlensystem um eine neue Zahl, die 'imagindre Einheit', % .

Definiere 1  als eine Zahl, deren Quadrat -1 liefert: {/L = - (za)
Dasselbe gilt fiir - - (-1 )7' = -\ (b)
* 1 sind Wurzeln von -1. Notationskonvention: 1=\ (¢ R) 3)

Wurzel von )
negativen Zahlen: Sec T >0 : J' i = J-—‘ JT =1 \[’F' &)

Menge aller E .
= = )

komplexen Zahlen: d: - € 5ot 7’5 Ix, 3 € K § =
jede kompl. Zahl x = Re (¢) = 'Realteil v. z' ©
wird dargestellt durch _
zwei reelle Zahlen: y = L (2 = ‘Imagindrteil v. z' 13
Def. v. Addition: (analog den iiblichen Regeln fiir einen Kérper) L ' 6

262’ = (xeig) b (eiy) = (e d) w i (gey') 0

Bsp: (\(—11) +(7_._323 = 3 41(-0) = 3-1
Def. v. Multiplikation: (analog den iiblichen Regeln fiir einen Korper)

(R.2)
="
22! = (xv—i'j )(le—z'yl) = (xx'4 xiy + Lyx 4 @75' ) @
\_/
= (Xx'.-jj' ) J—i(xcj'.;.)x’ ) (3)

Bsp:  (12i)(2-30) = (2-(-0) £ i (1 (-3ag) = 344

Neutrales Element der Addition: 0 Addititives Inverse: —2 = -y - "] )

Neutrales Element Falls 2 #o ,was ist das multiplikatives Inverse: 2z ' =

der Multiplikation: 1 Was sindRe(2"'), Im( 2"")?




F=7 = - 1,'3 Lom

Definiere zundchst: 'komplex Konjugierte' von 2= xeia .

dann: > ()
%)
(x+ij)Lx-£J) :( ]\31-1, /{fazf)=x+~] el ©)
fir 2#0:
— I @) |
(2)- ,,,1 22 o S G)
zZ'
406 3 . _ . -
Inverse: .2.‘_:_ Z = 1Y Re(2™) = :‘ =, I = —x’-—?—; (4)
xzr'j-L x‘a—“"- ’ xte y 1
_ (4) @ 3 L2
Check: £z — (x i—a']) —_.K- ‘g =.) X +9q = \ v ()
x* L Xzf']"'
Merkregel fiir Inverse: .\ 4 2 N 2 v
‘mache den Nenner reell' | 7 = 2 T 273z T i, ‘]7_ = () 1A
. 2«3 .
BS . 2 = 2 - - %-( - ( ZfSG’ = - - .
=B ey 2-3y 2+37 bra 12 (-“_3') @)

Komplexe Ebene: ‘l_( n

Identifikation einer komplexen Zahl mit ‘geordnetem Paar' von zwei reellen Zahlen:

C — TR?_ ={(x,«3\l K’J eR} 0)

Zz v (x, 13) = Punkt in zwei-dimensionaler Ebene )
(‘komplexe Ebene")

%‘3 = i'--[v«\(%)

* c» Polardarstellung:

_-_--_..76. %"xﬂ.a

Betrag v. z (Abstand zum Ursprung):

W .
Y =12 4
¢ ! ¢ 12l = J;{‘us’- = Jez &)
x = Re(? .
t =Kt ‘g %)
Reelle Achse: ¢ = x Creinreell =l%\(wm# * if}u7§) ®)

Imagindre Achse: t = vy 'rein imaginar'




Zusammenfassung: L1 \2 LI

6 ,o) Verkniipfung: [ N Ax)q — A p (a,b 3 —s aeb

Gruppe:

(i) Abgeschlossenheit, (ii) Assoziativitdt, (iii) neutrales Element, (iv) inverses Element

( A + ) (zwei Verkniipfungsregeln: Addition & Multiplikation,

Ko :
orper beide liefern jeweils eine kommutative Gruppe)

Algebraische Struktur, die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division erlaubt.

Beispiele: A, R C

Komplexe Zahlen: C=lz=xtiq |l x,yecRl > IRZ= (x,\lx eR
g1y P | g
it=-1, ¢ = -1 '
i-3=z,IM(z‘)
e = ! . +yq!
(X +x') + I(Y 7’) i‘,____"_‘_“’_fg %_X*‘La
= (xx' -yy' ) 4—i(><3’«—x'j) @\
< :‘3=l’+l«w'~¢
E* =2 = x - 7";), 22 = Xz+“Z =\-le CP : &(%5
X =

Optional: Homomorphismus

(8,' Y und (H,o)
x-b=ze Ae B =C

seien zwei Gruppen mit a priori
unabhdngigen Verkniipfungsregeln. -

Def: Eine Abbildung Y - § — H, o — ¢@) 0y
ist ein 'Homomorphismus', falls 1.(/(01_5_) =Y (a )OY¥(b) ¥abce g @)

bewahrt die Form verkniipfen, dann abbilden = abbilden, dann verkniipfen

Beispiel: (G, N=(z,9) , H.e)=0LzZ +) (3)
Addition ganzer Zahlen Addition gerader Zahlen
Die Abbildung 4§ : G —> H s %) =2q ist ein Homomorphismus, (u)
denn P(nwm) = 2(a+w) ist gleich ~ Yn)dy(m) = M P2 =2miz2n )
verkniipfen, dann abbilden abbilden, dann verkniipfen
. . 2
Die Abbildung 4>'. alLE N — cf(n) = 2M ist kein Homomorphismus, )

denn o (wewt) =2(wew) ist nicht gleich $() 4 Blu) = zn 2 = 2ntezn” ()

verkniipfen, dann abbilden abbilden, dann verkniipfen




Optional: Isomorphismus Lap
Def: Eine Abbildung U * g — H, &> %)

\
‘identische Form' U
heisst ein 'Isomorphismus’ zwischen den Gruppen G und H ist,
falls sie ein bijektiver Homomorphismus ist. Wir schreiben dann: g ~ (2)
Isomorphe Gruppen sind praktisch ‘identisch’.
(qu,O) = (Zu,')
Konkret: es existiert eine 1-zu-1 Zuordnung e | o |@D) 180|220 lokinlz |3
ihrer Elemente, die ihre Verkniipfungstabellen olo |#olig 270 ollo 1/ |z |2
aufelnfxnder abbildet (d.h. s.le haben 'dieselbe 2070 'lgo 17| o 1050
Verkniipfungstabelle, alle Eigenschaften der T
. LT (g6 2l © |90 2t | B o |
einen Gruppe gelten auch fiir die andere).
70 @ g0 | g0 A3 e/ 1|2

Gruppentheorie: sehr wichtig in der Physik !

- Diskrete Translationen, Reflektionen (Kristallstrukturen)

- Translationen in Raum oder Zeit

- Rotationen (Quantenmechanische Theorie des Drehimpulses, Spin)
- Lorentz-Gruppe, Poincare-Gruppe (spezielle Relativitdatstheorie)




