L3 Euklidische Geometrie: Ldngen, Winkel, senkrechte Vektoren...

(benstigt neue Struktur lber Vektorraumaxiome hinaus)
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Sei U=ny+ejlﬁ+ezz
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Ldnge von {r nach Pythagoras: ,‘
ex
z o b ¥
Linge = |U| = xz § 32 £ 2 =7
quadratisch in Komponenten! J
-Fir R" Skalarprodukt
- Mathematische Abstraktion: inneres Produkt
- Ldnge

- Winkel zwischen zwei Vektoren, Orthogonalitdt
- Orthonormalbasis (alle Basisvektoren sind normiert, und zueinander orthogonal)
- Inneres Produkt, Metrik, kovariante Notation

L3.1 Sklararprodukt in R

\ Lz1b

Def: Skalarprodukt ist eine Verkniipfung v. zwei Vektoren in " zu einer reellen Zahl:
Sei v = (v U”‘)T= e ¥ ! n |
S : N C S (1
(I ¥
Skalarproduki:
"R Skalar . . .
- = =N = v §.. =
£y RxR— R, (rw)— Lv,w) S _Z,U 5;1 W = ()
\
Notation verdeutlicht, dass diese Zahl von zwei Vektoren abhdngt
\ falls & = \i (3)
Kronecker-delta Symbol: 9 0= Lo
{ O fadls 4
(T B) = UeU WabU W = ()
Beispiel (n=3): in Physik bevorzugte Notation
= -3 ¢ 2-(-1) + 0.4 =1 (s

(), Z,o)T, (3 ,-l.u)-‘-)




Eigenschaften des Skalarprodukts: \ L3.\c

(i) Symmetrie: < -1}, rs) = <as, T)’) ()
(ii) Linearitdt bzgl. Vektoraddition: L @t 'L—J:, )= ar l"j' > v v, wd @)
(iii) Linearitdt bzgl. Skalarmultiplikation: LaT, w) = alyw) (3)
(iv) Positiv definit: (o, &> >0 gveV, 40 (u

LT, UD =o e g =0 (s>

Ll d '
Eigenschaften (i) bis (iv) gelten offensichtlich: wenn, und nur wenn

(i) Symmetrie: per Konstruktion Z vtwt = Z v v o)
[ 1

-— —_—

(ii) & (iii) Linearitdt: denn Skalarprodukt is linear in Komponentenv. v~ ynd 1wJ5

z_(u"+ vw' = Tulewl & Toiul , Tlavi)w' = & Zviwt (@9
t ] ? ¢ t
— (8 2
(iv) Positiv definit: denn <U‘J U> = ) 2 (U"') >0 ©
t=1
', w“ w
R ausgestattet mit Skalarprodukt heift 'Euklidischer Raum': (TK £ ,7) =E @)

[derselbe Name wie fiir Vektorraum plus Ursprung ! Grund: sie sind isomorphl!, sieche AD-L3.3]

L3.2 Norm, Orthogonalitdt \ L3.2a

Definition: Norm [Ldnge] (Skalarprodukt zweier gleichen Vektoren)

| 1R — R

-— — — == (')
vt |7l = {500
= (.U @
Ldnge nach Pythagoras
15.2) . ' ~
( = \{;u‘+ b v UMW = t;‘r\ *
alternative Notation fiir Norm in RH
(1c3) - \
Es gilt: ool = \/Tt ('U"‘U"+ ce % v‘"u") = lol[\lffu (%)
&
- falls ¢ < © o

sigh of & = Vorzeichen vonO

Norm beantwortet die Frage: 'wie lang ist ein Vektor'?

Skalarprodukt beantwortet die Frage: 'wie parallel sind zwei Vektoren?'




Cauchy-Schwarz Ungleichung (CSU) ‘ L3, &
|47 Ol « WIS 0

Beweis der CSU: Sei 6 & +6 (ansonsten ist CSU trivial erfiilllt)

(L31c45) ~—~ _ -

Betrachte o % {v- & w , v- ‘“4"> (2) mit ae R (2)
\V
(L3.1c2,3) - - I
= > 3y - 7 ) - al D+ o {G,w &
Cr o) - adT, ) 'z:_..z )
(ley: zaly,wD
(‘u-, [denn diese Wahl fiihrt zur
Wahle nun I ::“7_> Skalare gesuchten Ungleichung]
D NG -2 LT g AT > Ila,,/l( )
N> ¥
- 2 - -
6 < JIvy — <, w-7 ©
Ilw'\i
Umstellen:
- -2 -

Lo & |50 |Jlerh” ®) [®'=> csu
Geometrische Interpretation der CSU: \ L3¢
Fiir 'kolineare', d.h. 'parallele’ Vektoren, o = ﬂ v~ gilt Gleichheitszeichen in CSU: 0)

3
Check: Kz D=, o] = (MIT0 = 1o (451 = W) @
Umkehrschluss: I<17;’;"7| < (Il st = v ) “r sind nicht ‘parallel’. )
CSU (el)
Def: 'Winkel' zwischen Vektoren “)(25.(17,5» L &%) (%) € [—‘ 1 l]
X5 — N\ nas _ 2.5
U falls v =-w, + w5
Konsistenzcheck: aus geometrischer Anschauung fiir n=2 einerseits: )
2 T 2 /
0 b ——'(, = ?_GI\.ELADG s) a b
Cosinus-Satz /
andrerseits gilt allgemein (fir beliebiges n): vE o-o W
o L P ¢ 5 ) (e = ¢
(B gD — LT-w, T-w) = 2@/ @
(48,8 448/BY-<8. ) f&?e)]
vergleiche (5), (6): ab @>® = L7, 53> llU"\ llwl( wb B

Fazit: die Definition (4), gliltig fiir beliebiges n, ist konsistent mit der geometrischen Anschauung fiir n=2. 2,




Geometrischer Beweis des Cosinus-Satz ‘ L3.24

e
®<21m/2 a \9/ &_>
L
(el
e
A 7 = @b (
¢ = -awmo @) ¢ = &w@e @)
2 (S 2 2 (S 2
a = ’f + e @) a = { + e @)
) ? 2 2 L
C :K#(QLL’) (Lf) C‘L:K#(A"e} (l'a
q
L e ¢ pzeb s b (5 L e b —zebiet 6
G 1 ‘ G b
A R I D - zeb 4 b )
(
_.) ot - 2abaie b 6) “_.) ot - 2abane 4-92 &)
Def. Einheitsvektor (wir nu‘r/z\e%Hu’r'zf_Jg:r' Enheitsvektoren) \ L 3.2e

N ,\
Fir ek, w+o hat 25 = Norm ol = | (1)

hormiere einen Vektor' = 'bilde kolinearen Einheitsvektor', kolinear zu 70

Falls <6' 1:;> = O werden sie 'orthogonale Vektoren' genannt: l-):_L s @
[© =72 in Gdi) | v b
Gegeben: zwei Vektoren s, 4, (3
Gesucht: 'Zerlegung' von U~ beziiglich DO
e ~ R . v
L — Ay
‘Projektion’: Ty = f:; & (5 ‘Orthogonales Komplement': 'U'_\_(:') T - T, O
ist zu bestimmen M: =1
— - — Lol (6) a A A A — \
Forderung: T, Liar = ©= (w ,U'J) = w7 -Coa0a D=5 TF) B
H : . — ‘s-l?),\ - A 3 53 (‘)
Projektion: Ty = s o) (2 s 51—0_:_—”—2 = w Gk > ®
[ ‘ <
Orthogonales & © [entspricht geometrischer Anschauung]

Komplement: U, = s ~ G(G,i‘r) @




Beispiel (Selbststudium):

o=, @

]
—
w O
S—”
(=]
N?

- @‘5) - —_ ‘\
Aufgabe: Zerlege VU = U'“ + UL (2) .
ol

- N A
Strategie: berechne zundchst Nigl, 5, <w,©)

eJ) ; _L- 5 ‘
les)) =J eV =[3 =2/7 ) o = = - z&(z)= J—Z(:) -

entspricht der Erwartung aus der Skizze !

Check: ”’3,( ”7_ ¢ (T IIL = (q/z A = 2 = WFI© @

Orthonormalbasis L'S.Zg

Def: der Satz v. Vektoren { G—,, G.l

- ist "orthogonal’ falls 4{,-"‘-_, .;_‘).) = 0 fiir iﬂ )
- ist 'orthonormal’ falls - ¢ . sy
. v, v = W = ..
(d.h. orthogonal und normiert) s 7)) 0, V£ (2)
(Lz.sd.z;) J
- bildet eine 'Orthonormalbasis’ falls er orthonormal und vollstdndig ist.
Unsere Notationskonvention s, -, -, ol
fiir Orthonormalbasis: i €,, ey, ... ¢\ -g e, e. 3 = gc" ()
) ) ) N Al
[manchmal auch ohne ']
Kanonisches Beispiel: (L2.5h.2) Jede rotierte Version von (4), z.B.:
— T >/ | T
e, = (1,0 0) ) e, =E(l:‘:°\ .,
€3 () 3
.= (0,1 ) de= % (-1, 0) \ &
A 2
e
~ T : -/ _ L T | 2!
ey = (o,0,1) 2, o ey = 5, (1,-,2) €, 5




Berechnung der Komponenten beziiglich einer Orthonormalbasis \ L3 .zﬁ,

- . n -
Gegeben eine Orthonormalbasis { e:’z fir R, undeinVektor x & R,

Frage: wie lauten die Komponenten seiner Zerlegung nach dieser Basis: '5? =e.X

._L - (‘\ = —ﬁ p
Strategie: 'projeziere’ auf Basisvektoren: : > < ! ey X = XV &
L__J-,—l
- (') > > ( ) > > - .i
Zusammengefasst: X = e:. x? ,z_- Z GI; (e,: , y) J (3) 2

[Indexstellung inkonsistent! Reparatur: siehe (3b.6)]

T,
Beispiel: Betrachte eine Orthonormalbasis von R

> af \/
6o10,8)  U-iCRY,  @Ey<hy

>/ ,
Finde die Komponentenvon X = (o %} = e xt

bez(jglich dieser Basis!
RO

&) s/
vz <e¢,7)

h

GO (0, 15)) =
< ("‘ l) (° .s;))

X = =

Gram-Schmidt-Verfahren G ! ‘ (%23

N 2

b . k > - U3 Z LN]
Gegeben einen Satz von Vektoren, fl U, e U-V\i T, e,
linear unabhdngig, aber nicht -
orthogonal, nicht normiert es
) >y - -/ (3-3)

Konstruiere daraus eine orthonormalen Satz, {e,, .y e\,‘l ) <6; ) CJ> = SL\‘ P

' v

-~/ -

mit demselben Span:  Span H eJZ = span £ U'JZ ®©

Strategie: orthogonalisiere, normalisiere, und wiederhole das iterativ:

gt P — ~ "I: 13:;..‘-
5y =5 gz @

>
(e9) subtrahiere Anteil || zu e,'

U2
N - - .- / -] % a) T
V- =3 4 2\ Al (3)
2L Ul 1 < 61 Jvz> Vi YR (.L C()

IS, \
(e.9) =
U3l E Uy - 21<&1 1> - eL Ugs €= 1 0\ (.L ¢, Le
' S
NG ‘7) = oy at T
'U-“ 1= = - z e. <e N F{} i E . -/ -/
= v “> 1 gl (Le), oy tus)  ©




L3.3 Innere Produktrdume (das werden Sie spdter brauchen) \ L3.3a

A A
[Notation in L3.3: Hut auf U, W bedeutet nicht Einheitsvektor, sondern Element v. allgemeinem Vektorraum V.]

Verallgemeinerung des Skalarprodukts fiir allgemeinen R - Vektorraum \/ (‘reeller Vektorraum'):

‘Inneres Produkt' ist eine bilineare Abbildung von zwei Vektoren auf eine Zahl, 0)
VxV— R (u,v) — 43.,&>v (Skalar) ®

mit folgenden Eigenschaften [identisch zu Seite (L3.1¢)]:
(i) Symmetrie: (z:\c., 1}>V = L0, u >\/ G)
(i) Linearitdt bzgl. Vektoraddition: {wt 'l}, ":"7\, = Lk '7"">v v 4w, &\r}V v
(iii) Linearitdt bzgl. Skalarmultiplikation: {a a/ u’})v = a< A,‘:r ¥ ©)
(iv) Positiv definit: < , o >V >o e \/, o#0 ®
{T,0) =0 &> =25 )

‘'wenn, und nur wenn'

Vektorraum ausgestattet mit innerem Produkt, ( \/, <, 5) , heiBt 'Euklidischer Vektorraum'.

[schon wieder derselbe Name wie vorhin! Grund: sie sind isomorph!, sieche AD-L3.3, Seite 47]

In Beispielen der V=E*, 4 —& "":’)E." = | | “1;}" @[4(&, -3.5)) = geometrische Def. (%)
folgenden Seiten:

A o - 75 ul 'k!" o~~~ ~T~
In Standardbasis, mit 12 = e,-u —’-‘;; (u‘) ) = (ﬁl)'(ﬁ‘) = Wosuw (1)
Nicht-orthonormale Basis | L3.38
’ 72= (V) o= (1)
Betrachte Basis i 1 mit <‘U’ iy u— 7 R () Y et P
A A ‘J /}2:(3):11}/*”}1
Jeder Vektor kann entwickelt werdenals x = U; X (2) v 65 45
ve > B
A A @ . . V1= (2
aber (L3.2h.2) gilt nicht: (‘U‘;'x) = LG, 0 ‘) 7;_. xJ (3) { ol 1= (%)
denn mehr als ein Basisvektor hat LJ";"’s 234
U, -Richtung! \ﬁ
A " . . As & \ {
Definiere eine zweite Basis, § ‘U", Yy (234 1 mit Eigenschaft  ( !, U\i>\’ = 3“| (¥
Unterscheidung: Index unten heift 'kovariant' (ko), Index oben: kon‘rr'avar'lanf (kon)
Jeder Vektor kann entwickelt werden als ; = Gi X — x G €)
ko-Basis ? [kon Basis
Rezept fiir Berechnung d. Komponen‘ren kon-Komponenten ko-Komponenten
®w ;. - . AL A A
kon: (3, x) <UJ,V)X‘ =8 =X 0 o x = u (Y LR Ky @
(# a (s, 93
ko: <"IUT>= X(Iv) X, 31 =5 @ = X (K,U')U'J (1)
Verallgememerungen von (2h.3)
(3 nicht gleich! (3

InSkizze, V=Ez: X/=<{}',;>Ez:é_(-'(>'(?) = # X :<G-"§>E7' = (Z)(%> =6

(o]




Metrik, inverse Metrik

Gegeben kovariante Basis (ko-Basis), wie findet man kontravariante Basis

(kon-Basis)? Berechne zundchst ‘Metrik' und 'inverse Metrik' |
Definition: 'Metrik' f)zJ :
(a3)

el A -
Jii =<0 5y

i,j S, @ (symmetrisch) (1)

die

Metrik beschreibt ‘Geometrie' der ko-Basis:

-Langen: |31 = [<5;,50), - JT (2)
- Winkel: en(4 (Vc," ) = _"‘_"f.nl/_ ) “L.‘.‘ )
Il G; uw ] mﬁ (8

Definition: 'inverse Metrik' j‘l\ = jJ‘ (symmetrisch) ()

e 8 = gy @

(Wie findet man inverse Metrik? Vorlesung 13, L5: Matrixinvertierung)

erfillt

4 Versionen des Kronecker-delta-Symbols:

o ocle ¢t o <. ' falls b= §
%J B S‘J_ SJ - SE-\ {o falls i#jz (6)

(innere Produkte aller ko-Basisvektoren)

VE0) Vel
\\ ‘A"1=(75)

ol i/

V:Z(“l)
jizéts;,&):(i)'(cz)):i
Qo= L5840 = (2=
32(:46-2/1}‘>:‘(:)~(3):Z
321.:4”2/1}1):('!)'(;):7-

3"SI+3\11-QE+Z(E:\:%‘
ﬂ“ Sll‘f 3‘1[{' _— (‘z)f 21 __o_%IL
PSR PSRN

ﬂh Sl al 311%11: Z‘('Lz\‘f‘ z-1=1 :%11

Bezug zwischen ko- und kon-Basisvektoren / Komponenten

0-Basis kon-Basis , , ; L -,
U’JZ sei gegeben. Konstruktionvon {U*}:  §'= 3‘& Yj
Check: erfiillt diese Konstruktion die Forderung (b. 4) ? Jal Denn

A 4 | . a (l) ( Ve
@i, G, 8,5 g, D5 o

=9 30.& = \

Wie lautet Metrik der kon-Basis?
PECEP I () R ( Jl\ k¢ 0o
(L, 5y ), = LR anJ7 j‘ 8t = c‘\\

Ay 0
i v

inverse

: ot = 9.
Umkehrung von (1): = j ) 3 Ve = i
Analog fiir ko- und kon-Komponenten v.

(b.¢) Y PR (Y))
Es gilt: x o (&:, 0y

Dy R '
Umkehrung von (6): 31' X; = 3-‘1 Sik"k (c=l Yoex = o

Zusammengefasst:
A (3 A A 6) :
G = 450" = ofgy B = gy =gy
A l A S H.) .o .
U= 3‘1 vJ- = v ¢ ) x'= g = %y g

(1)

(1)

(3)

()
(5)

(6)

()

@)

)

j‘l zieht Index runter'

j ij zieht Index hoch'




Isomorphismus: V £ K" |L3.36

bs (L2.5a.3)
A & "
Entwicklung v. Vektorenin V &>  Spaltenvektorenin T :
32 = ‘L’J\' ¥1 &= ; = (X‘,,.,)x“v‘/ (1)
P = _ . T
R T U Y .
Inneres Produkt in V: &> Verallgemeinertes Standardskalarprodukt in R"
@ - . : .
A 2) A4 4 ~
(c.) (d-8) (d_.e)

'verstecke' Metrik durch Indexrunterziehen (¥)

Rechnungen in \/ kénnen somit als Rechnungen in R} ausgefiihrt werden. Grundlage fir Numerik!

| oo
Metrik ist ' trivial' falls (1?;, Gi 7V= ji:\ = 5;\" = (0 i 0) =2 Orthonormalbasis! (5)
0 o)
Dann entspricht <% 7) .
dem Standardskalarprodukt in " 3),/ = 'JJ = (1b.2) = (1b.4)  (6)

Fir Orthonormalbasis, mit S“ = S:J ) (c $4 st oben/unten Unterscheidung nicht notig,
. (4.9) ,‘ (ds)

denn ko- und kon-Basis sind identisch: :r‘ 8‘3 AJ- = Uy ® X; = S‘l X© = xt : (¢

Kovariante Notation: allgemeine Anmerkungen L33F

Kovariante Notation ist fiir viele Bereiche der Physik wichtig [Relativitdtstheorie, Teilchenphysik,
Quanteninformationstheorie...].

Sie ist auch hilfreich, die mathematische Struktur solcher physikalischen Theorien besser zu verstehen.
Manche Objekte, die auf den ersten Blick 'Vektoren' zu sein scheinen, haben bei genauer Betrachtung eine
kompliziertere mathematische Struktur: kovariante Notation bringt diese zum Vorschein. [Mehr dazu:
siehe AD-Buch, Kapitel L10, insbesonder Abschnitt L10.2, 'Dual space’, z.B. INFOs auf S. 152, 156.]

Fir die meisten der Themen, die in einfiihrenden Physiklehrbiichern behandelt werden, wird eine
Orthonormalbasis benutzt. Dann ist kovariante Notation nicht essentiell. Folglich wird sie in solchen
Lehrbiichern auch nicht benutzt. Allerdings wird ihre spdtere Nutzung bei fortgeschrittenen Themen dann
als Hiirde empfunden.

Die Index-Philosophie der Rechenmethoden-Vorlesung ist ‘radikale Rechtzeitigkeit': je friiher man
kovariante Notation lernt, je besser! Folglich fiihren wir sie von Beginn an ein und nutzen sie durchwegs
konsequent.

Wem das zu umstandlich erscheint, kann, beim Rechnen beziiglich einer Orthonormalbasis, kovariante
Notation getrotst ignorieren: einfach alle Indizes unten schreiben! Allerdings verzichtet man dadurch auf
das Verstehen mancher mathematischer Zusammenhdnge, die spdter bei fortgeschrittenen Themen niitzlich
werden!




Zusammenfassung L3 ‘ Zl3a

Euklidische Vektorrdume (V: reeller Vektorraum)
- > N
Inneres Produkt: £, \/ X \/ - K, (u, ) <"‘—.‘U'>
i~ Zahl
(i) Symmetrie, (ii-iii) Linearitdt bzgl. + und @ (iv) Positiv definit
Wichtigstes Beispiel: Skalarprodukt in 12“
-_ - . . — / / " '1 = Z 3 ¢

.:TKV\xTKV\ —-)TK, (1&,\7)—‘—_'0-‘ Siju—s- UV e... t WV i=7|AU
Norm: -V —-r, T =I5l = L5,v>
Cauchy-Schwarz ,(.{,'- ,.:)-)\ < 1o N

Ungleichung (CSV):

Winkel: (55> = @(B(FH) \F s
A _ W 2035
Einheitsvektor: w = = LQ
“ 74)'“ v /ANy
—_ — A - -
'‘Projektion’ v. U auf I - vy = ’l«f<1,(\\r,0‘> (neo
] ] by b= Py A A = -t \
Orthogonales Komplement' zu % : Uy = U - W, V) (L‘W T D
—— /
Orthonormalbasis: vollstdndig, normiert, orthogonal: {E,’I e ,2.4 1 ) (E:, EJ/ = % Z-J-
: & X = e-x ‘= <& X
Zerlegung nach Komponenten in Orthonormalbasis: X = e x| X = i, X )
Gram-Schmidt-Verfahren: = al
3 U, ez

liefert orthonormale Vektoren mit demselben Span: : s, 4

-~/ - \
SPan % e _Z £ span i u—-i

J d = &
- - e/ = Ui, o
U, =vU - >
‘L { / L ‘ “17\|L‘
)7 —

> — Q a ol .
vj‘l = Y- Z 67’2 <ei1{}i7 / &z




Kovariante Notation fiir nicht-orthonormale Basis Index oben: kontravariant (kon) £L 3
Index unten: kovariant (ko)

Metrik einer ko-Basis i U Z von V: (G’L',G' 7= 33 - Inverse Metrik erfiillt S‘k jRJ = S ‘\i

J J
i GlzafTn . iy
Kon-Basis: = 3 ) 'U'\-l ist orthonormal zur ko-Basis: (U, U‘f) =% 1
Zerlegung nach Komponenten: X = G x' = v < ¢ty ko-Basis
¢ ¢ V. kon-Komponenten
" N > kon-Basis
= .ud = ¢x, U o)
XJ ¢ J >V ko-Komponenten
j = jj;'}‘ = 6"3[{ ) X, = J.‘j I = xd jj© o j‘l zieht Index runter
Ai - ‘. A. _ A' -'. . _ .l. L ‘ e ‘_, ) I
v j.l U:’ = l)'J 31 ) x) = JJ X; = X, j“l , j} zieht Index hoch
Inneres Produkt in V: &> Verallgemeinertes ilmlarpr‘odukf in R"

S R T A I L)

Fiir Orthonormalbasis, mit Sij = S(J , ist Unterscheidung zwischen Index oben/unten nicht notig:
. - J _ . ;- 3 (: A 1: _ o« A L A
xl = Scl X° = Xl ) 3 J - 5 “ ) Ut = 8"] v:, - t);'

Deswegen: wenn maoglich eine Orthonormalbasis wahlen!




