C: Calculus Cle
Cl: Differenzieren (Ableiten) 1-dimensionaler Funktionen

Lernziel: verallgemeinerbare Interpretation des Begriffs 'Ableitung einer Funktion'

Cl1.1 Def. der Ableitung !
f+ R >R X+ f(x) P00
xXr
sei eine glatte Funktion (keine .‘}pr‘ijnge, kein;Zacken).
a
x40

'Ableitung von f am Punkt x "

dF &) _ _F‘()(\= i [f(xes) = Fo 0

dx T b~o S
! —
'Differentialquotient’ ‘Differenzquotient’

Interpretation: Steigungv.  4(X) amPunkt x

\Clb

Alternative . _ O]
Notationen: 'Y/(Q = 0{0[’(:\() = —;L%—IJ =x = Zéf("') = ‘{r ‘F/") ()

Verallgemeinerbare Betrachtung: Sei § Klein, aber nicht infinitesimal klein.

(Q‘)l— in guter Ndherung, wird exakt fiir 8 —D

. Flee§) - £G) r
Dann: ——
8 - f(X) ;(;) (2)
® ' j,_/:_= ’
Grundlegende Formel: r(}(f §) =« fed + b £y x o x4d (3)
E1-Sprech: 'Taylor-Entwicklung' ‘Mutter aller Ableitungen'
Schreibe x+¢§ = 3 . -F(“]) = FG) + (%""‘)‘F(ﬁ) )
L linear iny!

Interpretation: nahe bei x kann £ (‘3) ndherungsbeweise beschrieben werden durch
eine lineare Funktion v. |3 |

Allgemeine Faustregel: jede Ableitung liefert eine lokale Ndherung einer Funktion 5
durch eine lineare Funktion!




Beispiel: ,f[x) = X3 (9 Cle
3
fles$) = (x+8)
S
2 z ?)
ausmultipliziert: = K} + S§3x + 2 S ) x (d) (
— ,_’__’/._——J
10
> =Q(§)
Identifiziere: = 6 ¢ 8 &)
[(durch Vergleich mit (b.3)]
Fazit: fly = 2x° v
@[Sz) bedeutet: Terme "hoher als lineare Ordnung in 5 (hier: SL , Sz )
sind vernachldssigbar relativ zu ) wenn 5 el ¢ @ RS 65
w5 w5
vernachldssigbar relativ zum
ersten Termin[ 1, falls <L)
3 —_——
Far§) = X ¢ 8] v 56 %+ g |
C1.2 Ableitungsregeln  (aus Schule bekannt? In Ubungen trainierenl) cid
(Siehe auch Skript, Mathe Vorkurs)
1(, g —R  sein 'glatte Funktionen', a elk
Ableitungen existieren Kompaktnotation:

. J(f/x),ﬂx)) d () ) + d(s(")) p /
Produktregel: I ae §lx f1x) e (1) (f %) = § g ,FII
Kettenregel: o‘ ('F(ﬂ(‘l)» = o”('j)\ %_(x_) (z) (‘F(j)), = ‘F/(j) 3/

dx dy 4=4ty ox

I-El(ve)r-se:' _d_ ' (:.3 g!_ _l_\ dqlx) _ - d S(x) (L)/ = - %

y) =7y d (x> Y 3) 3 ¢

g L (€ d_n"s 4= 509 4G dx ( 3
37.
- (ex)

Ableitung der df o - \ (f ") Lo
Umkehrfunktion: dx af (5) \ W F'5)

F(F00) = x Holy=fw




Inverse Funktion: Sei

dann gilt:

o{i -)[(f(x)

r_,J

(d.2), mitq=Ff"'

()
exp (A( k)) =

Lﬁll

i oy V)

Ay

Immmm——

df(x} =
-q‘(g___.

£~ die Inverse Funktionv.  f

f U\-I(x)) =

()
d _ '
£ x oY)
! (2)
9|
Ly ~fo

-l
Beispiel: R f(r) = dulx) =4 ) F(J)= “?{j) (")
A Cu(x) (@ ! ‘ = : = =
“Ax e (9 l xp(y) \ trp ( L) ) *
dy q = Aulx) §= Aaly)
C1.3 Ableitungen v. wichtigen Funktionen ) Cif
A o _ o =\
i~ = o @)
4 s A
— A =
X sm:S(x> e (x) = Cos.[.,) = - sM(x) ()
A . A cosinus .
— tounly) = . Z ocobty) = -~ y
o 70"93": cen %) #x co‘rang:ns sin’ () “
p{ x X 0{ ,
ix ¢ ¢ s L = ~ (s)
Exponentialfunktion logarithmus
- Y X -
5;5‘&(*) = ';‘_[ez-e 1 M{ys = é‘_"e + e *] (6)
sinus hyperbolicus cosinus hyperbolicus 2 s
. c
M(z) = M wHL (\:\) = —0571‘ (1.)
tangens hyperbolicus b (x| cotangens hyperbolicus sint (%)
i{- smh () = con b (y) i cnlle) = sinll¥ ®)
Ax hx
d . Ao !
Ax bulets) = PN AN hx o) - sinl 2 (x) g




C2 Integrieren 1-dimensionaler Funktionen Cra

C2.1 Grundidee der Integration

Lernziel: verallgemeinerbare Interpretation
des Begriffs 'Integral einer Funktion'

Beispiel: Bestimmung einer 2-dimensionalen Fldache:

Schatzung d. Nm" o . . A
Gesamtfliche: Z /_]o = A, A(A,) 0) Fldche einer Kachel: Fo

" Anzahl Kacheln: M ( B.)
Bessere = .
Schdtzung d. /\/(A' “
Gesamtfldche: Z A, = A /\!(4a> )

3)
Tatsdchliche Gesamtfldche erhdlt man im Limes (

Flache einer Kachel: /4,
‘unendlich vieler', 'unendlich kleiner' Fldchenelemente. :

Anzahl Kacheln: A/(A.)

Kompliziertere Aufgabe: Fldche sei ungleichmaBig
angemalt. Was ist Gesamtmasse der Farbe?

N(Jr,gy) Farbmasse der Kachel bei (xz,y’_)

ha de
Schétzung '"_ M = Z 5§ P(’(llzﬁc) )

Gesammtmasse: x %y
=1

Massendichte = Masse pro Fldachenelement

Tatsdchlicher Farbverbrauch, akkurat bestimmt im Limes unendlich vieler, infinitesimal

kleiner Kacheln: Im‘egmhonsmass (2-dimensional)
N(fy,$,)
Y
— ¢, —— Funktion von zwei
M —S \\“’\ S S 2— P( Q‘sa) = ‘(0()(0{(3 j}()‘ j) kontinuierlichen Variablen )
Sy >0 L=
' S&rInTegr‘a’nonsbereich Falls p(x,j) =1 ()
dann M = Flache von 5
Allgemeine Faustregel: Integral = Grenzwert einer Summe (3)
NG) Diskretisierungsparameter: §
] . _ ' - —‘—
Riemann-Summe " = """ S Z Xl Diskretisierungsindex: {= (, Tee N(S)/“ $
30 L= ist proportional zu
‘Mutter aller

Integrale’ Grofe, liber die summiert wird: X!l




Beispiel: Fldche unter einer Kurve

£ R —K, 3\—>-F(j)

'F(}PE{&

Integrationsbereich: S'=Lox]
I

Diskretisierungsparameter = Kachelbreite: b»

Diskretisierungsindex: =1, , N (3 ) =X ()
Flache v. Kachel { : 59* 'r(:]e) (2y
N (60)
Schétzung d. <3
Gesamtfldche: F(x) = So 22. 'FB (3
=1

Tatsdchliche NX(S) X
Fliche: Fly) = \gw« SLZ o= [dyfty)

-0 = e

Definition: 'Integral d. Funktion f'

Integration als 'Umkehroperation' des Differenzierens \C 2d

Wie dndert sich  F(x) als Funktionvon x ? f So—]
(halte § fest, fiige eine Kachel hinzu) &

.3 Ny +1 | K{X =

W - 0 e
=3 zZ;.F 4 &lxn w A(5)

~ £l ¥z) 2 f(x) 4 Sf/x)
« FGx) + § +W &)

) Mutter aller Ableitungen
Aufgeldst nach f: -F(x) (3: Fxe§) - F (x) (l:;‘) dF(x) @
S olx (s

Im Limes S..?o erhalten wir den 'Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung':

X
F(x) = ‘Ld3 ,C(j) — o{o(F(x) AP (s)
X




'Bestimmtes Integral': f 5o Cze

F(h) - Fla) )

(d.2y p. No
=1 S@M[SZ{ 82 -fg] @)
=20 £_ P=\

b
= b SZ¥ = f"lz F(U) ® - Fldche unter Kurve zwischen & und b

S
e =N+ o .
(1) &

Standardnotation: !dsﬁ(j) = F(&) - Fla) = Fp la = [F‘ﬁ\]a &)
a

Falls ‘E@. = £ ist F:x s F(x) eine'Stammfunktion' von §: x = (5)

4

X
Stammfunktion ist )
nicht eindeutig: Fic : x> F(x) + ¢ ist auch eine Stammfunktion. [3)
& beliebige Konstante
'Unbestimmtes Integral: J‘Aﬂ F(')) = Kyt c ®
C2.3 Integrationsregeln C2f

Partielle Integration (entstammt der Produktregel)

Sei Fled = U Uly) mit  w, U beliebig aber differenzierbar.
) / / / (O
Produktregel: F = nW v +r WU
b Hauptsatz b b
joly (): [F(x)] _ f,(x e = fo [u’ v+ u"] ()
o- a o
b (1,2) 'partielle
Umstellen: JAX yu vl = [uv dx wu Integration' ()
Qa
Nitzlich, falls U einfacher istals U, .
v! n-v j
- ( - ww} )
Beispiel: fdx x Am(x) = - x&@nx dx
(2
. 1
w= X o’ = siulx\ = -'Tl.(-(\ - D + dwny \° = T o

u'= | J =-am()(‘ =0




Variablen-Substitution

(entstammt der Kettenregel)

Sei fiy = ,%‘3 Fly) () R
() = b
L .'1(!-") t') Hauptsatz . J )
by, 4y ) = /dj SFty = F“J)l (D-F® @
A= :[(R) J(a)= a T
_ ——
Sei ferner ‘J'- [2,b) — [Z,L], x > yl¥ (3 C b )
eine monoton steigende Funktion v. X und betrachte F(‘)( ¥) ) als Funktion von x
Cid (1)
Kettenregel: F(‘] ll‘))(l K d F(j | d (x) = f[g(v)) ?{_’ﬁﬁ‘) .
y= 400 Jx dx “
Hauptsatz L
./d"(“)'- /dr "_t_‘é Figre) = jdx Flqtny = [F(g[v))] = Flyl) - Fy@) sy
s
- FE)-Fay
) - @ . d o [
-G /:fr 70 Fe) = /ﬂmd:f F9) 3
) ) 4
'Variablen- b g% J 3(9' : M
Substitution': ( dx o-(—‘g(—*\) f[j(x) ) = A 7((‘7) [Zﬁf\)emmn j@
O bad ﬂ(&) X
. 4(a) @ b
e e LU e 49 .
by 4 ﬂ ”
' a » -
Merkregeln: o S Interationsarenzen:
Substitution: nterationsgrenze
In‘regrahc;nsmiB @ Eselsbrucke g o o 2 : ;j((:; A
= = = z
Y(X)) X __‘3_ b 1> 5(&;)
Beispiel: T = ~(0(X ()
QI ¥Z3
Integrationsgrenzen:
Substitution: Integrationsmag: ) (2)
b > vyle) = 144" @)
= L(s) -0—{-3 (i) L = . 3
Yl = 14x (5 D= > 54 Sox w® (> = v
zbzv(s) 2
a@ - -+ J—[ N IS
. ( ‘}5 “ 3 3 2| ze 3 )

M3




Variablen-Substitution (intuitive Diskussion)

Kacheln miissen nicht alle gleich grof sein!
Fole, V1R, yo dy o
?_ Uzz seien Grenzpunkte v. ‘ungleichbreiten’ Kacheln.

Verallgemeinerung der Riemann-Summe:

b
‘QB‘F(@ = \ivu. %‘F(‘XQ)[

- (1))
o)
=0 M"’
Breite v. Kachel £
Umformung in Riemann-Summe X, = §-4 @)
mit gleichbreiten Kacheln: S = (o RYAR?

m
Kachelbreiten seien bestimmt durch eine (frei gewdhlte)
monoton steigende Funktion, y:

xilo,bl—> [&“,G'_\:[‘s(a), 4(5)]
x 1> Y(x) mit Y = (xg) ©)

Cz3

Variablen-Substitution in der Riemann-Summe:

yiy = (2.2)
jﬂ F(J\ = \“J:“ % “‘373[‘\@“’ ‘321

‘J(A\" a

(2.5)
= i X ( Y (x )
= \ %,{'\(‘3( p)“ﬁ YL{-)S 4 zks

[NEEEY- )

LL(Cl 52)  Mutter aller Ableitungen

= N 2 o) delo) 3

N =0

b
= (4x Flyo) (A4
o dx

'Variablen-

& @
Substitution': _(dx °£f3(_") ’C[f](")) = f
o *

)

(2)

@)

entstammt den ungleichen Kachelbreiten D)
B in Ausgangsformel (i.2), und beschreibt

die Streckung/Stauchung der

Kachelbreiten, die beim Ubergang zu
gleichbreiten Kacheln generiert wird.

&)




Zusammenfassung: C1-C2

Cl: Ableitung 1-dimensionaler Funktionen

Definition d. dfFe _ ‘Fl(x) _ liwm f(xs 5) — F(
Ableitung: . = = o
ITung dx S S T
Jede Ableitung stellt eine lokale Ndherungen |
einer Funktion durch eine lineare Funktion dar! r(xf S) f6 + 3 %\ @)
Produktregel: ‘l____(“:j) Ol(f (x)) 40 (x) __0{(5(“)) ()
of x dx
Kettenregel: J(?C(ﬂ(X))\ A‘“ﬁ)\ dalx)
dx dy Y=q09 ix )
Ableitung d. ) [
Umkehrfunktion: d % ol £(y) \
IEaA @
C2 Integrale Tct
N(§ do—
'Ri 5 . T
iemann-Summe it Sz Xg, ) F
S -0 L=| T
Flache x
unter Kurve: F(x) = lina 52 £ = _{Jj 1((7) )
§-0 1 °
X O{F y
'Hauptsatz': F(x) = de 76(33 — __ﬁ = £ Q)
X
Bestimmtes 5 F) = Flp l “)
Integral: f”lj F(t)) = F(b) - o= 3 o
a
‘Partiell
I::e;er'aiion' (/dx u(xmz'lx) = umv(x)\ /Ax w/ (eI U) )
S b y(b) x = Y
blen-
e e [ 440 F(y09) = [ dy figy . M=deyry, o y@ ©
o dx Y (o) La— y(e)




