Zusammenfassung: L1 \2 LI

6 = (,q,.) Verkniipfung: o A;(A —_ ﬂ]/ (a,b)‘——> aeb

Gruppe:

(i) Abgeschlossenheit, (ii) Assoziativitdt, (iii) neutrales Element, (iv) inverses Element

zwei Verkniipfungsregeln: Addition & Multiplikation,
':~=(ﬂl+/.)(' pfungsreg p

Ks :
orper beide liefern jeweils eine kommutative Gruppe)

Algebraische Struktur, die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division erlaubt.

Beispiele: A, R

Komplexe Zahlen: C = f; =X ¢ is | x4 eRr } - ﬂlz ={(\<,3\l x,:] eT\l}
ALY BT ‘
‘},‘3: 2 Tuna ()
te2 = Y + 1 (yrqg! -
(x +x 1(y+y') S| X=Ried 2 =iy
22 = (' -y ) iyl exy) @
S 1= 24 g
% - F = o z 2 2 - 2 !
z2 = 2 X 1.»()) 22 X hy Izl = Re(®)

Zusammenfassung: C1-C2

Cl: Ableitung 1-dimensionaler Funktionen

Definition d. ey £ l(xS _ lim fxes) = Fo
Ableitung: = = $s0
dx > S 0
Jede Ableitung stellt eine lokale Ndherungen |
einer Funktion durch eine lineare Funktion dar! HH-S) « 46+ $ %é?‘\ (2)
Produkitregel: d(£3 ) ) 509 4l (309 @)
ol x dx dx

()

Kettenregel: J(‘)C(ﬁ(x))\ - o{‘r() dalx
’ 4\3= 3(x) —§x_

Jk d:j

Ableitung d. 4 ) [
Umkehrfunktion: dx ol £(y)

Ly \5 LA ¢




C2 Integrale TCt

N(S f bo—rl - ,
'Riemann-Summe' = \M SZ X a — fA 3 JF ﬂ\
§ =0 L=y b J | i UT | 1
Fldache ' x 0 LJ . i L, }fm Y
unter Kurve: F(y) = \é‘”‘ Zﬂ, F = _(o‘j [(y) ) \
-0 o
x
'Hauptsatz': F(x) = Ldg f(@ —  dFe _ £ @)
X
. [N L
Bestimmtes ~ Ry (u
Integral: !d:‘ Fy = F(b) Flo) = ¥y \o\ )
a
Partiell b b b
artielle )
Integration’ (/"(X Uulx) vitx ) = Ul U’(x)\m - ‘/Ax u’()c) vilx) )
e o
"Vari b 404) x = Yo
Variablen- _ . |
Substitution': fd% dytd) £(y0a) = fo*g fp . My=didy, oy 0w
o dx Yl by
Zusammenfassung: L2 Vektorrdume Vorlesung 3 \ 2lLra
I -vektorraum: (\/, t, o )
Vektoraddition: T (\/ ,\/) — Y Axiome:

@, b)) — T+b (i)-(v): kommutative Gruppe

(vi,vii) distributiv
. R (viii) assoziativ
— Ara = (30) (ix) Identitdtselement 1

2+
a" ..b ’o“

Skalare " - - M;
Multiplikation: .- R )JKA — K (1 b) e ( 5) = ( )

Skalare e (F, V) — V
Multiplikation: A %)

Wichtigstes Beispiel: R

R'= {2 = (@, ...,e" 1, .. o erl

o-|
S
1

Vektoraddition: 4 ]R‘WXR“ —~ R , (a, D (-

S




Vorlesung 3 \ ZLzb
Weiteres Beispiel: Diskretisierte Funktionen: _—

— O
Diskretisierte Funktion: { = (F' ... , ) l: %QK

. . . (i
> A\ = \({ -
Vektoraddition: (4‘+3Y = (\C) 1 (3 )
Y = \1 L ( ¢ t
Skalarmultiplikation: (wf)’ —a(E) — né‘- —

Vektorraum: ({ £ (f)’: cR 1= "'-';N},*'/')

Basis und Dimension -

s=4i% .., &5y =v O

alle moglichen Linearkombination

]

$pan (s)

der Vektoren 5“'}]2 @
‘Linear unabhdngig', falls z}} pd =5 = a‘i =0 V‘(J;)
S ist 'vollstandig', falls ~ Spa« (s) =V (4
S bildet 'Basis’, falls S vollstdndig und linear unabhdngig ist. o]
o
Standardbasis in TE.“: —éj = l i-Komponente v. (éi)i = Si \\ (A

j-Position 7| ; j-tem Basisvektor:

(

.o U
: | falls  v= = | Ut

‘Kronecker- ‘= % | K : o
delta’ Symbol: ! o falls i-#\j e




Zusammenfassung L3 \ ZL3a

Euklidische Vektorrdume (V: reeller Vektorraum)
- > - -
Inneres Produkt: L \/ X \/ - K, (u, U) Lu,v
i~ Zahl
(i) Symmetrie, (ii-iii) Linearitdt bzgl+ und @ (iv) Positiv definit
Wichtigstes Beispiel: Skalarprodukt in f?\“
" - = = f, = u"-UJ't ~ u3 (4
. :TKAXTK —-)TK, WU = UV ...+ v
Norm: N -V — ®, T =\l = JLF, v
Cauchy-Schwarz |47 Ol <« 1Tl s
Ungleichung (CSUV): !
Winkel: (55 = @B (FH) \F sl
A _ W 2L.3b
Einheitsvektor: w = = \‘
“ zd'“ v VL
'Projektion’ v. U oaf o ‘l_;'“ = ’I:\f<1,:\)"t_)‘>> ([\ o
'Orthogonales Komplement' zu % : U, = T - &(ff,'ﬁ'? (L‘;"\ D
e ]
Orthonormalbasis: vollstdndig, normiert, orthogonal: {E,/' ,_é‘u, i ’ Ef, E{} = S ij
- 3 [ <> o
Zerlegung nach Komponenten in Orthonormalbasis: X = e x j X = <ei,x>

Gram-Schmidt-Verfahren:

- EY}
3 U e
liefert orthonormale Vektoren mit demselben Span: %‘; 4
-~/ -~
Span i e-Z E span i U"Z
J J - &
U,

— - =~/ = L
= e, =
'U-\'_\_ - Ul y) - ‘ “6:\,3.‘
T.,= o - JZ 2! Lot ) a) . Ty
\(‘ - { < ) vy vl Vv / = =4
L= Vg




Kovariante Notation fiir nicht-orthonormale Basis Index oben: kontravariant (kon) iZLSo
Index unten: kovariant (ko)

. . . A = > ~h C.
Metrik einer ko-Basis il{!z vonV:  (%:,%5:7 = j'\i . Inverse Metrik erfiillt 3‘ jkj =§ ;

|
Kon-Basis: :G': = 3 "S 6’\‘ ist orthonormal zur ko-Basis: <13,‘ Gj) = %tj
Zerlegung nach Komponenten: x = 6’; xt = v, <o ’?)\/ " ko-Basis
) _ on-Komponenten
= X Gl = <k, &i Y o kolfoKrc‘)-r:;:ri\ZnTen

G'J = jJt!}‘ = 1;"3“ y X; = j‘.f xj = Xj jf‘ ) jul zieht Index runter

{}i - jtj 6:’ - 6.] 31.1' ) Xj = JJ‘ X; = xl.j']' , jlj zieht Index hoch
Inneres Produkt in V: &> Verallgemeinertes Skalarprodukt in  R"

<,\ ’\> - xi ° - l. . —- . J f’<—\ ~

SR RTINS

Fiir Orthonormalbasis, mit Sii = S(J , ist Unterscheidung zwischen Index oben/unten nicht nétig:
. . J‘ _ . l' _ ‘:' A ° _ . /\. - A

X,;S.,X—xl, jJ_sl, U"-E‘JU'J— U:

Deswegen: wenn maglich eine Orthonormalbasis wahlen!

Zusammenfassung: L4 Vektorprodukt ot 2L
3 3 Y
3 23
X :Rxk — R v —uw W
= s - 2 2
(7,&) b= u=0x3 = |o%' —vov | = (4
¢z 3
vw v «
Geometrische Def: vivrw Lis Daumen: U Mittelfinger: o
“JXL/J" = Wil sime Zeigefinger: U
—~ - ___‘k
G x Q‘i = ic‘ih ¢ Levi-Civita: Z;jk komplett antisymmetrisch
- - . . \M'ﬂk wA A
Craly = U'wd g ik T = 9 8. — §.%¢. "
R ic‘) i | i 9

Eigenschaften: antisymmetrisch, distributiv, nicht assoziativ, Identitdaten...

Spatprodukt: ‘ (ﬁx &) JJI = Volumen v. Parallelepiped




Zusammenfassung V1. Kurven '2 VA
. . - - d
Kurve': = { FO It e I wobei ¥ : L=0(0,7) — ®

ULt
- —<

| E oo R >\
Ort entlang Kurve: THY = éz pRILAY V7

Kurvengeschwindigkeit: W) = di"['(,) = 'é‘( iy = Tt liegt 'tangential' zur Kurve
dt
H = unabhdngig von Parametrisierung
Kurvenldnge: [_[ﬂ = jool{ | T | des Weges
} i) _
Bogenldnge nach Zeit t: s(t) = j,;(u, “ dur(u\ “ //_—\i(-\‘:)/ Y:? (O,T,)
[~)
Natiirliche Parametrisierung d _ — —
durch Bogenlénge: A (o, L) — R , S s) = f(%(s))) “ ds";_(s)\\ = |
Fiir Vektorfeld: . f : ¢ — de , T o> f(i—')
(vektorwertige Funktion von + )
r K S unabhdngig von Parametrisierung
Linienintegral: fx d+. £ = foo(i: . f des Weges
Zusammenfassung C3: Partielle Ableitungen conf Zc3
2
Partielle Ableitung: £ TRd-—a "4
M) =t [F(T€98) _ £(2)] 0)
bx;' S=o
=% f® =3, fw) Qy
Satz v. Schwarz: Di. DJ f = 9&' 2, F ) 1F s2e+ 067 CF R Y+ 0y

fly'+ 62", 9%)

62'01f + O(6%)

.[-‘.- IKA —- R, 3 —_ F(ﬁ)
(TW\JS-[‘F'(E"'S;) _,F(i‘)}: 'bJ‘F(-(i) %J () Y

(y'+ 62", y°+ 6y%)

) (y'+ 024, 9%)

- d I wi = n
i R'— ®, 9-.rr<°‘——>R, Fog:®m g

. . d ; .
Allgemeine 3 (Z (v 2 G KPR L= ua
Kettenregel: ——2’%‘2;5 = \jZ:.I -—)%Jﬁ ?-g—% R=t, o n (s)




Zusammenfassung: C4 Mehrdimensionale Integration (Kartesisch) ZCla
Integration in B~

b o

Idx foa(g L(x,g) = ,(fiw‘3 SXS'}% je_. ‘“"{Z,’jt‘)
e SK,S Do ‘

() bC
Fubini: Integrationsreihenfolge ist egal: m
er(r) e ¢
b Xe() «/EH .
de fd’ﬁr ‘F(x,lj) = fdy —F(x,«o)
a  Y_o 'Ja. X-( N z
\\ o
Fir das "innere" (zweite) Integral sind DX Ay
die Grenzen abhdngig von der "duBeren” o () -~
[ d F
Analog in 3D: f dx &y Ae f(xy,2) = fdr fdj [az Fry,
aQ < e

[afodx Le,dxTe,f] Z_~ Reihenfolge dieser Integrale ist beliebig

Zusammenfassung: V5 Krummlinige Koordinaten AN
S d Ve '49” P x’(/:D\)/
Kartesisch: r = Z e, x* / AN
L-l AN e |
Polar (2D): Ff=c /swa¢ +C, PSiud %
X L Y
Yep, Y=# 7 f xT
i : r=ce Z oS e 2
Zylinder (3D) T xfw“ﬁ{’ v e,j/s s "‘75 te,
Kugel (3D): T = E randwnd ¢ 2, T ad® aundr €, 1w
-~ . . ~—wird variert
Koordinatenlinie: Tﬁj (‘3‘) = 7 (tj' ., 3" , e, ‘3*1 3
) = T 7 t.
Y f (P) / T'fm werden konstant geha(jen
Koordinatenbasis: | U = Uiz = o\ o (‘3“) = 9 f('j)
3 d.a.l
erinnert an Ortsabhdngigkeit, -7
wird meist nicht explizit angezeigt _
Metrik: 3(:";: = <'0£,$, UJ,;.)
T 2 -
- — Jlf — 'Lr b3
- - = - I,\l‘
is: é: = € -
Lokale Basis { J,fg Jav “ 'U-&,\"“ m




Kartesisch: &, €., € T = Z.'e".'xi ‘Z\IZL
Polar (2D):

U = - — - . - -~ = -
P Cf, y, ef = e)‘mtf . e\‘[ S(“f/ 3‘9? = ) A CJ)P
6- = Z 2 - - . - = 1 :\ - -
4=ped, €p = -2, sinp + 2 > Gop = P -faeffl-6¢f7{
Zylinder (3D):
6—} = ZP' er = ekm¢ + zﬂ S'“¢) jfﬁ = | ! X = Eflo + 2_2%
5b = B4 = -0 Sudp v € = p* T =P
vp fC,gl f x S ¢ jw P T “eff+&¢j°¢+ea7‘
vy 5 Cz ) Cr = el y) 3E2 = |\ /
Kugel (3D)
7. = ) e :E D ‘Mem*i--‘ ad 3"':'; T= &¥
Vs er, &= Hwm k& €; ’
- - - . - . - 2 s _= b - .
U= 7%, €= tmdwmps Z £ndawd -, 50, oo =T, F =8 Te2,rb
. LA A - i 2 .1-e +e .r:fsiv\e
Up = TsmB s e‘#:_exm bty m*) a” = T A0 $
Alle diese lokalen Basen sind orthonormal: e,:2: = §..
: _{ 4 zyklische ﬁf\ ﬁ‘r\r
Fiir Zylinder & Kugelkoordinaten: £,x3; = £;j € Rehenfolge: 2 #1 @ ©

Zusammenfassung: 2D-Fldchenintegrale fiir Fldche in d = 2,3 Dimensionen iZ cyb

T: U R - Mc&", ?j'z_(ﬂ:) - T(F= ’(_5) (] r(y',y* +6%)
: 8?v
1 x"("i) M) g 55
féS f(7) = '{du",' Jdﬂ" "33.'1: x)ﬂfu f(F(‘j',“")) @) o r(y' +4',5?)
fiir krummlinig- Tx)xll= U v =’
orthogonale Koord.: "3?1' i T " ) Xz K" 3“’ @
IntegrationsmaB: Polar: 4S5 = pdpds W kugel: o = oo d ¢ +sive 6)
vyt Yt +6%)
4

Zusammenfassung: 3D Volumenintegrale

. 2 3 . R xllgl 53y
Tt UckR — \/CK , — 7( \=(xt(‘\] r(y' 9% y%)
3 3 X3(§) e @
r(y1+(51,y2,y3) 61V1 I‘(yl,y2+(52,y3)
M&mdﬂ w7 = [( dyp gt dip |0y F 2T )TN F (7, 0) ®
U

fiir krummlinig- “ (33'-1: x?:‘{r' ),‘)53:,?“ = U:]\ 1.)'31 U—,sz = J—W ®

orthogonale Koord.:

Infegrationsma: ~ Zylinder: ol = pdpdg dz (9 Kugel dV= 1 sivodrdodd (o




Zusammenfassung V3.1 Felder 3 |Z2vza
- A " F(y) L
F: Mck* — Lc®
= _ ay’ E(=) = (' ne=y) > Z
3—(3',---/3 ) — F(ﬂ) (F (j)""'F (a)) | v 4/
V3.2 Skalarfelder, Gradient L ale- sl el

Totales Differential: differentielle Anderungvon f bei 3 durcheinen U -Schritt:

if, : R>r, i dL@) - (Sr«;ot[«c(“ S%) — £()]
d-ﬁg(i) = D«h-[(g) Mh = ch uk = \‘?fﬁ‘ ?L

Gradient in kartesischen Koordinaten: 2% - 7.

- Mer! — &, V)

. N I / u

' 1 - _ . _ 3 (=m0 ~

grodd £ AT TN T @ Y+ ou M
fez) r

vf 7 zeigt inRichtung maximaler Steigungv. { steht | auf den 'Hohenfldchen' v. £
- ek

In krummlinigen Koordinaten: v,\'- = a’(V” = U; al“ )d{: (in Koordinatenbasis)

In krummlinig-orthogonalen Koordinaten: = & r_.-,( = 2, (in lokaler Basis)

Siej =0, §% = Vi i

Zusammenfassung V3.3: Gradientenfeld \ ZV3b
. - d d R -
Gradientenfeld: Vlf: Mc R — TK/ X — V%. )

( fd;—‘. w st wegunabhdngig f"; eM) = éd;’, % =o firgeschlossenen Weg

>l =

X% n X ﬂl (l\

( U st ein Gr‘adien‘renfeld) = (3_} u - ); w _ o  undMisteinfach
“ zusammenhdngend

Konkret: fg\{?ﬁ = fg\(?-?ff = lf(i')"f/?‘) :\—/\\E_, (?)

x‘)
x> ¥ X ¥

Konservatives Kraftfeld
ist ein Gradientenfeld:

WED = fﬁ AFF = o ©
& W) = WKk g

Arbeit von x' nach x ist unabhdngig vom Weg! geschlossener Weg:  { = V(— ¥2)




Zusammenfassung V3.2, 4-6: Nabla, Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace ‘ ZV3ac

Skalarfeld: (p(f’) . Vektorfeld: E () ]
y) . ) ¢
Partielle Ableitung: 2,9 = 3. ixiee) - lim 5 [‘? (x4 § , 2% — @, 1, Xz)_]
! 2 x' - %-0 @
Totales Differential: d;{[ﬁ) = 9j¥(;> w = V‘F; ‘U @
_ . 7 ¢(%)
Gradient: V?;_': 2, %) = 20(3) @
30 1<
2°Y (%)
. . Laplace-Operator:
Nabla-Operator: T = ¢ =8+ ¥+ &7 TF=n=%2
(Vektor-Diff.-Operator) (s) (b
Divergenz: T-U = 9 ui‘ = W+ W LR @
R . %2 Uy~ 2alhy
Rotation: Uxi = e g\ 7& U = YU, - AUz (3)
(alle Indizes unten) DU, - U,
Gradiententelder — = Wirbelfelder
= ) — - iy
sind 'wirbelfrei': Vx(Te) == ( sind 'quelfrei’: v. Q7 X U) =0 ()
Zusammenfassung: L5.1-5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen |'7; LSa

Die Abbildung F‘f \/—a\f\l ist 'linear', falls F(aﬁ"i—kz}) = OLF(G) + L_,F(;_;) )

Fir \/ =@, W= "™ hat eine lineare Abbildung die Form:

A:C»>c , 3w 3=m€/ mit 35 (¥ = A ®
= A.%
m x n Matrix: - [Al . 1
q = rﬂlt y’_]l . Hl ‘\ _ iﬂz‘l SpalTej: Hi = . J )
A LR
: : : at
: ) d
M i 2 = |,...) .:
A ¢ A \‘ H‘A §= e MAMS
: : _ Reihe i:
- . (3) . . : ;
CRIERT R A= (A0 O

> Fl - A
Abbildung der Standardbasis: e. —s A e:\ = q\\ = Spalte j ©)




o CM'V‘

Komplexe (mxn)-Matrizen bilden wi-N dim. Vektorraum, ZL5b

Wlu‘t((cl W\lV\) = {A‘ = {ALS} V= oW l= \ N, (—]7'&(—@3 (,)
mit Matrixaddition, n g Bre T _ Al .
(elementenweise) ( ! \ = d ((—}4-5_77) 3 A J+ 5 J (2)
und Skalarmultiplikation, :_ ‘
(elemen‘renwel?se) ( :\ ! A X = :\ 4 ) (;\ c‘))t\\ =1 AXJ (3)
Verkniipfung von zwei linearen Abbildungen = Matrixmultiplikation
Y] A B L
c — C" — C 2
S @ = - R - -
e (oA B 7 aB - s{hg) 2 oF O
(5e.3,4)
& R . R Rz, ..., L
1 -'k - 1 R -
v = ) . = . g- = ’ ﬂ ) = (b
Cy B (B )l( ? Bt A e ©
(Zeile k von B) «(Spalte j von A) 3 =00

Matrixmultiplikation ist assoziativ & distributiv, aber nicht kommutativ !

Zusammenfassung: L5.5-6 Basistransformationen

A
Zwei Vektorrdume: V= Sram{ l{lg / W = crm{?'«\J,} o
el A " N A A
Allgemeine lineare Abbildung: A: V> W x= de — Y= 34 &
Matrixdarstellung v. A: F](f):i) = Q;LAL\-‘ 3‘ = A% ) A - M"ﬁ (?)
In Standardbasis: A bildet Basisvektor  €; ab auf: FIJ = Spalte j von A @
A P
Zwei Basen fiir denselben Raum: V = Srawt { U\‘ Z = Spaw { U‘ilg )
A Y
Basistransformation: T:V—V Sl %:,Tz\g @)
X 15 ! , =/ -
Matrixdarstellung v. T: T= iT &2 Xt= Tl& xd , X =Tx [
A : T .
Darstellung v. altem Basisvektor v inneuer Basis: T\‘ = Spalte jvon T (@
- -\ n,_ a 'li' ‘_ Y 1y
Inverse Transformation: T = i(T )‘li:z U= U:‘(T ) h ,)‘J "(T )jic)(‘ ()
i -1 : -1
Darstellung v. neuem Basisvektor G ; inalter Basis: ( ),' = Spalteivon T ()
i
(
i o= 4'-‘ d -"': q '-‘/ ! - -1
Bezug zwischen ¢ T Y X @ A= T.4-T 13




Zusammenfassung: L6 Determinanten ‘ ZLba

Determinante: diagnostiziert lin. Unabhdngigkeit d. Spaltenvektoren einer nxn-Matrix

(.

Leibniz-Regel: det d = Z];_ SJM(P) F_]Pl' H?“u =85 i Qi(l - i“w 0)

OLl h‘ fy2 2! a‘ U C‘ .
2x2: l \ = aL —a\o 3x3: ot b 2| = .. L R
a: b o> % i3 ic‘ik 08 l) c ()
N~ LS hier kei
Laplace-Entwicklung: o(e,‘r A = 2. ﬁk'k(\k"s = E-‘ A kﬂk (hier keine
k= =
( (j fest) (i fest) &)
: i V2
Kofaktor: ab_ = (_|)HJ M1/\ Unterdeterminante: @
\( (streiche Zeile i, Spalte jaus A,
bilde dann die Determinante)
. “
Diagonalmatrix: o\ul, ( )‘LS‘\\\ = “— }\,‘, , oled 4 - (5)
L=
HT
Transponierte: det A = ook ©)

. |2Leb
Multilinearitdt: M(KL, A g +/AE) - ﬁ‘) = AM(ﬁ(, - B, ...,aw)
s ‘>___: j-Spalte

> S
j-Spalte +,«ofd(ﬂ(,.../c,...,n.,) o
(
Antisymmetrie: Vorzeichenwechsel beim Vertauschen v. zwei Zeilen oder zwei Spalten.
AL{( ) g 27 ¢ ;"') = = A‘d( Ty C, iy 8 i"'3 @
Zwei gleiche Spalten oder Zeilen: Aet ( ,8,., B, ) =e ©)
S - . 1 Z)h'
Konstruktion des Inversen: A - ?ﬁ Z = A = C =§C kg Chr = i (y)
= § = = ! Mn

et A 0 &  Ainvertierbar &  Spaltenvektorenv. A sind lin. unabhdngig

Multiplikationstheorem: At (A-B)

I

(det 8) (et &) ©)
Det. der Inversen M(ﬂ-() = (M Q)" ©




Krummlinige Integration in n Dimensionen

T YeR — Mcr”" )(.’(‘1" )
y +— Tlay=xE) = |,
k'"umm““igjﬂ 3 kartesisch X (1 - )(j“)
n-dimensionales " . Axt, ... xn) ‘
'Volumenelement': v = 0('3 "'J')“ Ay, oy yn) l

‘Jacobi-Determinante’, 'Funktionaldeterminante’: = Volumenelement, welches von
Koordinatenbasisvektoren 75 = 2X_  aufgespannt wird:

J i (¥ dx' PR
g I W
bt ) - -~ - x." 2 x* [SPN ..2—”—7'
(2 [, x| | gp [25 2% D—*—K C dt |3y ¢ 7 Sy
_5. - ?('3‘/---) ") 33« I?,s-,_l /2y - . ; :
xS ot . 2
ST, 2|
n-dimensionales Integral:
oy ... )
jo( X gd X ¥<X follj _ag:’,/ JX {_‘( ...,)("(13))
)
M
Das ist Verallgemeinerung der Substitutionsrege in 1D: J“?‘ 6 = de l-f—;l{:()‘('j))
Zusammenfassung: L7 Diagonalisieren, Eigenwerte, Eigenvektoren l ZL7F
A 1 Eigenwert
Eigenwertgleichung: T = =Y igenwe
v L Eigenvektor 0)
charakteristisches
Bedingung an EW: o = ek ( A-31 ) = PA (A) Polynom @)
Fir A ¢ mat ((ﬁ'm‘.,\) ist PA(]) einPolynomv.6rad V1 ,mit . Nulistellen. (@
diese entsprechen den n Eigenwerten v. A
Wenn EW ;\ bekannt ist, finde dazugeharigen — >
- - J. =
EV T~ durch Losen des linearen Gleichungsystems: <A A4 3 ° )
Falls n linear unabhdngige EV existieren, -1
wird A diagonalisiert durch, T+A.T.-D-=-d aj("\'/"'/ ,'\"'\ ®)
wobei |  dieEVals Spaltenvektoren hat: L (0'( , G";_/ e 'C‘:n) )
Determinante = Produkt der Eigenwerte: oot ( A ) = T[' "l ®

Spur = Summe der Eigenwerte: 5?( A ) = Z ’\




Zusammenfassung: L8.1 Unitdre/orthogonale Matrizen i'z-_ L g0,

O A S ..
Reelles Skalarprodukt (L3.1;:  ¢,5: \Vx V=R Lu o) = n S.'&m\ w ol e R

Komplexes Skalarprodukt (L3.4): <, 1\/ X \/ — ¢ J <"Z-"—}) = u %‘:(6‘; Lulet

Komplexe Matrix: Adjungierte Matrix: Transponierte Matrix:
- +
A= wat (¢, nim) A ewat(C,1,m), ATema:t(C,“,“)
), = A" i - (al) i=(nyi. A7) =(WT) 4= (AN
1= A GG RO NG PG RO
in Ortnormalbasis in Ortnormalbasis

(dquivalent)  _

M{(C,W,W) > U st 'unitar' falls u*. w= 41 o wW = ,,LJf

Komplexes Skalarprodukt invariant: <u v, U o) = L4, )

_ (dquivalent) -1 T
mat (R,w,w) 3 & ist 'orthogonal' falls oo =1 e 0 -0
Reelles Skalarprodukt invariant: {O.5,0&) = <Lu,up
Spalten (oder Zeilen-)vektoren einer unitdren oder orthogonalen Matrix bilden
eine orthonormierte Basis. U= (&, W) L, & ) = 5;\(
Zusammenfassung: L8.1 Unitdre/orthogonale Gruppen iZL gh
‘Unitdre Gruppe': Uwy = %'u [ ma{(c)nln) ; ’l,(_'l,(-l- = 112
' ', T
Orthogonale Gruppe': Om) = %0 é Ma{(R)nlv\)). 00 = _1]_}

1!

‘spezielle unitdre Gruppe': Silw) = SLV- € Mc-f(d,"‘,“ y W =1, ot U =1 }
' i " - .00 -
spezielle orthogonale Gruppe SOIK\ = SLO Gu,\a;t(l&'n,v\)' 0'o =1 / det O =1 }

Zusammenfassung: L8.2 Hermitesche/symmetrische Matrizen

t ot LT
A e wmik (€, w,m) ist 'hermitesch’, falls A=A = ﬂbj = (14 )L;‘E ﬂJi

Fiir hermitesche Matrizen gilt: {z, Az ) = A%, X Y ud <X AXxDe R

P : {
A e wd(f,u,n) ist 'symmetrisch’, falls A _—( HT = n"‘f = (/IT)L SE IQJ 3

XL

Fiir symmetrische Matrizen gilt: {z,Ag) = AT x) (3




Zusammenfassung: L8.2 Diagonalisierung v. hermiteschen und symm. Matrizen lf-/— 8c

'l' ) ) —
A e wmsd (€, n,n) ist 'hermitesch’, falls A =‘ A = ,tl"j = (ﬂ*)". =AY

in Orthonormalbasis i
CoaT A% s
F] (=3 wuﬁ(ff,u,n) ist 'symmetrisch’, falls A = ﬁ = f-lbj = (ﬂ )b;" Ad;
(oder&'/\m

Fir alle hermiteschen (insb. auch fiir alle reelle symmetrischen) Matrizen gilt:
- sie sind immer diagonalisierbar
- alle Eigenwerte sind reell: 2=12
- es ldsst sich immer eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren finden LUy '7' )= 5-3

- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal: ('A,_—'l ) (T,T)

hermitesche § unitdr: T _ 'T+
reell symmetrische Matrizen ist T { orthogonal: T~ = T7
t _ . _+ . . \
T.4.T =D = T e A (5., Tu) Yy O
adjungierte EV " | A~ (3-9) .
als Zeilenvektoren | _ 4 EVals o ) EW als
b 1 Diagonalelemente
Zusammenfassung: €5.1-3 5 Taylor-Reihen IZC s.1-3
o0
'Taylor-Reihe' v. f(x) um x=y: £ (x) = 7 (x _5\“ '[(“)(@
N=p WN!
Wichtige Beispiele:
T £ f_ =L - fir 12l <1
n=>o W(H"E» = n=o ns) )
had ) " .
Qz‘ P Z ;‘(_! Z ) Siue = (—D zzmu - &Lé_c-tz’ fiir ze C
w=s u'\ W =o qufl) ! -_7—?.:
2 (—l)“ W™ 2 -2
. L2 .. . i
Euler-de Moivre: e = (oE F1Snz ()  Euler: e +1 =0 (8
Polardarstellung einer ; T 2
12| = X o -
komplexen Zahl: T = xfij = I2)e ¢ (@) % l I i ¢
"‘Mé = 5/)(




Zusammenfassung: L7.4 Funktionen von Matrizen

Sei f(z) eine beliebige komplexe Funktion mit wohldefinierter Taylor-Reihe,

=) “w)
£
e »c, @ b =550 2
Erweiterung als Matrix-Funktion:
= o)
Frinit ) = wed () A fR) = T E0%0 4
Vl=°m.

Falls die Matrix diagonalisierbar ist, A - T D T'-( mit D =
gilt:
_ £1.)
f(RY = T foo)yrt = T e 7"

")

\ZL?.I,&

Zusammenfassung: C7.2 Separable Differentialgleichungen

Separable DG:
(f- und t-Abhdngigkeit faktorisiert)

dfo = gl 4 fw)

mit 'Faa) = F‘,

Losungsweg: Trennung der Variablen

Af — = RL

Trennen: (f)
f = {0
Tntgrieen [aF = = (4@ 4
grieren: — =
.- et B *vj
Stammfunktionen: H(FY - H(s) = G(t) — Gl4,)

|2c7.2
")
(r)
(49

6)

(«)

Nach f auflésen: Fir = H'GG - 6UY € Hiy) 6




Zusammenfassung: C7.3 Lineare DG 1. Ordnung \ zC%.3

Lineare DG: £h = j(é} ity + W& L mit flo) = £

falls h(f) = o :homogen fallsh(t) # 6 :inhomogen

Allgemeine Ldsung einer

inhomogenen linearen DG: @) = FL(H + ﬂ, )
Allgemeine homogene Lésung @y = Y

erfiillt homogene DG: ‘Fﬁ j S % )
partikuldre Losung . _ . y
erfiillt inhomogene DG: 'F?H') - 3 &) ‘Cp () + ﬁ(é
homogene Ldsung £, = Iy CEH)

(Trennung d. Variablen): 2 ° y

t” ~
) = Lo&ju)

mit
partikuldre Losung ~ B(+)
(Variation d. Konstanten): folty = clhe

o, e _BF

mit ct) = féodi ft(i-) e aé(‘t)

Zusammenfassung: C7.4 Homogenes System von linearen DG 1. Ordnung | 2 €% ua
WE = AW F
ec’~A R~ want (€, 1)

Superpositionsprinzip (SP) fir lineare, homogene DG:

falls «hﬂl” = AW Fy (i) dam LFw = ) 5 + LT.0)

Fiir konstanten Koeffizienten:
- v At “— Zeitabhingigkeit nur im Exponentenl
exp-Ansatz: fh= Ue

k" zeitunabhdngiger Vektor, er‘

fiihrt auf Eigenwertgleichung: AT= A%

Falls A diagonalisierbar ist, ist die allgemeine Lésung die Summe iiber alle Eigenlgsungen:

> 1_-[: -
= 5. e ™ $ i . Ar = . U. [ =
f® JZ Y c mit A T = ;\\l U‘] ;g ey
Z = T-(' 'F(°\ ‘ T:(%.l)-n/"l}“)
Allgemeinerer Exponentialansatz: 7 Aty
Ty = e ",

(funktioniert auch dann, wenn
A nicht diagonalisierbar ist):




Zusammenfassung: Inhomogene lineare DG 1. Ordnung ] tCH.4b

Lineare DG: -;2‘({') = AH) X[ + 5({') falls = o : homogen
n_~
€cC T~ yat (€, u,m) falls # © : inhomogen
Allgemeine Lésung einer inhomogenen linearen DG: Y@ = xgplt) ¢ )?? )
Allgemeine homogene Lasung: Yﬁ(@) = AH). )‘('%[f)
(irgendeine) Partikuldre Losung: ;‘Plf) = Al) ;p“‘) ¢ BO
1D (n=1): x(t) = ald)xdy ¢ $¢4)
(¢
homogene Losung (Trennung d. Variablen): Xy = Xo e el
t. .
W) = [df all
tb
partikuldre Losung (Variation d. Konstanten): XPH,-) = C H‘) e ?ﬂé)
L, >
mit: ct) = f‘odf b o~ B
Zusammenfassung: Inhomegene lineare DG mit konstanten Koeffizienten | ZC7., ke
— fad -
th = A-x6)« bte) A=Al ewmitCan) , bl & €
(i) Suche Losung fiir homogene DGL per Exponential-Ansatz:
o - ;\f\ Zeitabhdngigkeit nur im Exponenten!

e-Ansatz: xé("') = [c__e__-——- zeitunabhdngiger Vektor, e ®”

Ergebnis: Allg. Losung der homogenen DGL ist Summe iiber alle Eigenldsungen:

= ' At _
= CJ ﬁe i | . T3 = .U ':I'...’
K4 (4) \‘Z 25 mit A 'U'\\ A i % J v
durch Anfangsbedingungen bestimmt Eigenwertproblem!

(ii) Partikuldre Losung fiir inhomogene DGL: per Variation der Konstanten

Y - A"t
ol = ZC;(-I:) vje J ,
J (zerlegt in Eigenbasis von A )
“ %N J.” —ﬁ'z _3@ j
mt  cple) = [di F) e wd Bl = ZHm 7
° J

(iii) Allgemeine Lsung: Y@ = gt + x, 1B ®




Zusammenfassung: €5.4 Taylor-Entwicklung zur Lésung v. Gleichungen ‘ Z2CS.4,5

Lésedie6l. o = F( 4(« mittels einer Reihenentwicklung
3( ), x

L.

w=o

. ()
fiir die gesuchte Funktion lJ(x) =Z W 0 x" , mit ‘J“ = ﬂtx))x_

o = F(g=° o I X' x) = MZ“FM('J,I...,JM)  mit i EM(‘PP";‘]") = %:MF (jlx),)d\
¥=o0

lése die Gleichungen ©, = o iterativnach Yo, 9, Yo s o--

Zusammenfassung: C5.5 Hoherdimensionale Taylor-Reihen

[
1 1

B, . 3y
g 2

I
.N j
M;
S -

X9 =

h=2z: Hy';.o"} y'\«-of‘) = 'F(:'f) + (o' + o*0, )7(‘15)

[é(a')l)f Fatord e 4 taty [FOR) +06Y)

Zusammenfassung: V3.3 Extrema mit Nebenbedingungen: Laqranqe—MuITiplikafor'en\ ZV3.3

Finde Extremavon +: W < K- R

. " .
mit K Nebenbedingungen 3,1'(;):0 , wobei 9. - Uck ->?\/ R Rk,
v

Losungstrategie: Fiihre Lagrange-Multiplikatoren ein, Q\L R )

und bilde Hilfsfunktion: F(x 4,2 ) = {3 - Z }‘Lﬂi(?)

b=

Extremalbedingungen: VR, k) = o

N
STRTC T W S S A




