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Blatt 14.2: Komplexe Analysis

(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach/mittelschwer/anspruchsvoll
Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 1, 2(a,b), 4(a).
Videos existieren fiir Beispielaufgaben 2 (C9.4.1), 4 (C9.4.7).

Optionale Aufgabe 1: Cauchy-Riemann-Gleichungen [2]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E).
Schreiben Sie folgende Funktionen von z = x + iy bzw. Z = = — iy in die Form f(x,y) =

u(z,y) + iv(z,y) und lberpriifen Sie explizit, ob die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt sind.
Welche der Funktionen ist analytisch in 27

(a) f(z) =€, (b) f(z) = 22

Optionale Aufgabe 2: Cauchy-Riemann-Gleichungen [5]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[1](M); (d)[2](M).
Ermitteln Sie mittels der Cauchy-Riemann-Gleichungen, welche der folgenden Funktionen analy-

tisch in z = x + iy sind, und wenn ja, auf welchem Gebiet in C. Kontrollieren Sie jeweils ihre
Schlussfolgerung, indem Sie jede Funktion durch z und Z ausdriicken.

(a) fla,y) = (a® — 393y ) +i(32%y — ).
(b) flz,y) = zy +izy°.
=iy
©  fen= Gy
(d) ?_rg:z; } = ¢"[wcosy + ysiny] + ie” [zsiny Fycosy] .

Optionale Aufgabe 3: Laurent-Reihe, Residuen [2]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[1](E).
p(z) sei ein Polynom der Ordnung & > 0 auf C, welches keine Nullstelle bei zy hat, dann ist

fm(z) = (Zf(;o))m (mit m > 1) eine analytische Funktion auf C\z,, mit einem Pol der Ordnung m
bei 20-

(a) Zeigen Sie mittels der Taylor-Reihe von p(z) beziiglich zy, dass die Laurent-Reihe von f,,,(2)
beziiglich z, folgende Form hat:

p n+m ( )
_ n it n =
§j n+m ), mit p" () = =p(e)
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(b) Finden Sie fiir f,(z) = % die Laurent-Reihe beziiglich des Pols bei 2, = 2.

(c) Finden Sie fir m = 1, 2, 3, 4 und 5 das Residuum von f,,(z) = # beziiglich des Pols
bei zy = 2, mittels der Formel Res(f, z9) = lim,_, ,, ﬁ% [(z — 2z0)"f(2)].
[Ergebniskontrolle: sind die Residuen von (c) konsistent mit der Laurent-Reihe von (b)?]

Optionale Aufgabe 4: Laurent-Reihe, Residuen [4]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[2](M); (c)[1](M); (d)[0.5](E).
Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen beziiglich jedes ihrer Pole zunichst das Residuum mit-

tels der Residuum-Formel, dann die Laurent-Reihe an jedem Pol mittels einer geeigneten Taylor-
Entwicklung.

223 — 322 1 Inz e™

Do Pemnemy Yeose Yo

mit m>1.

Hinweis: Die Laurent-Reihe einer Funktion der Form f(z) = g(z)/(z — z0)™, mit g(z) analytisch
in einer Umgebung von z, folgt aus der Taylor-Reihe von ¢g(z) beziiglich 2.

[Ergebniskontrolle: Der konstante Term [Koeffizient von (z — 20)°] in der Laurent-Reihe lautet
jeweils: (a) 2, (b) —3 fiir die Pole bei zp = 1 bzw. 3, (c) —5, (d) —n™/m! . Weiterer Check:
Gleicht das Residuum dem Koeffizienten von (z — 2z5) ™! der jeweiligen Laurent-Reihe?]

Optionale Aufgabe 5: Verschiedene Integrationswege, Residuensatz [4]
Punkte: (a)[2](M); (2)[0.5](M); (b)[0.5](M); (c)[0.5](M); (d)[0.5](M).

Betrachten Sie die Funktion f(z) = CECET)
P 224q

mtaeR, 3<a<4.

(a) Bestimmen Sie die Residuen der Funktion f an allen ihrer Polen.

Berechnen Sie die Integrale 1,,(a) = fv- dz f(z) fur folgende Integrationswege:

b) ~1: ein Kreis mit Radius R = 1 um den Ursprung, durchlaufen im Gegenuhrzeigersinn.

)
c) 7o ein Kreis mit Radius R = % um z = 2i, durchlaufen im Gegenuhrzeigersinn.
)

d) ~3: ein Kreis mit Radius R = 2 um z = 2i, durchlaufen im Uhrzeigersinn.

(
(
(
(e) ~4: die reelle Achse, durchlaufen in positiver Richtung.

[Kontrollergebnisse: (c) 1,,(3) = —2%, (d) L,(%) = =32, (e) I,,(%) = 2]

Optionale Aufgabe 6: Verschiedene Integrationswege, Residuensatz [5]
Punkte: (a)[2.5](A); (b)[0.5](E); (c)[0.5](E); (d)[0.5](E); (e)[0.5](M); (f)[0.5](M).

1
Betrachten Sie die Funkti = ,mitl<aelR
etrachten Sie die Funktion f(z) 2w+ @+ 1P (42 1 1) mi a

(a) Bestimmen Sie die Residuen der Funktion f an allen ihrer Polen.

Berechnen Sie die Integrale 1,,(a) = fv- dz f(z) fiir folgende Integrationswege:



(&) "a

(f) Vs:

. ein Kreis mit Radius R = 1 um z; = 0, durchlaufen im Gegenuhrzeigersinn.

1

: ein Kreis mit Radius R = 50 um 23 = %a(l — i), durchlaufen im Uhrzeigersinn.

: ein Kreis mit Radius R = a +% um 23 = %a, durchlaufen im Gegenuhrzeigersinn.

die Linie z = z, mit x € (—o0, 00), durchlaufen entlang der positiven x-Richtung.

die Linie z = %a + iy, mit y € (—o0, 00), durchlaufen entlang der positiven y-Richtung.

[Kontrollergebnisse: (b) I,,(2) = &, (c) I,,(2) = Z, (e) L,,(3) = 22, (f) I,,(3) = & ]
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[Gesamtpunktzahl Optionale Aufgaben: 22]




