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(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach/mittelschwer/anspruchsvoll
Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 4, 5(bii), 1.

Videos existieren fiir Beispielaufgaben 1 (V3.4.1), 5 (V3.7.3).

Beispielaufgabe 1: Potential eines Vektorfeldes [5]

Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[1](M); (d)[1](E);(e)[1](M)

Gegeben sei ein Vektorfeld, u: R? — R®, r — u(r) = (2zy + 2, 22, 322%)".

(a) Berechnen Sie das Linienintegral I; = [ dr-u(r) von 0 = (0,0,0)" bis b = (1,1,1),
entlang des Weges v, = {r(t) = (t,t,t)T | 0 <t < 1}.

(b) Hangt das Linienintegral von der Form des Weges ab?

(c) Berechnen Sie das Potential ¢(r) des Vektorfeldes u(r), mittels dem Linienintegral, ¢(r) =
f% dr - u(r), entlang eines geeignet parametrisierten Weges ~,. von 0 nach r = (2, v, 2)T.

(d) Konsistenzcheck: Uberpriifen Sie explizit, dass lhr Ergebnis fiir ¢(r) die Gleichung Vo (r) =
u(r) erfiillt.

(e) Berechnen Sie jetzt das Integral I; aus Aufgabenteil (a) iiber das Vektorfeld als Differenz des
Potentials ¢(r) (der Stammfunktion!) an den Integrationsgrenzen b und 0. Konsistenzcheck:
bekommen Sie dasselbe Ergebnis wie in Aufgabenteil (a)?

Beispielaufgabe 2: Divergenz [1]
Punkte: (a)[E](0,5), (b)[E](0,5).

(a) Berechnen Sie die Divergenz, V - u, des Vektorfelds u : R* — R?, u(r) = (zyz,v? 2%)".
[Kontrollergebnis: fiir r = (1,1,1)7 ist V-u = 6]

(b) a € R? sei ein konstanter Vektor und f : R® — R, r — f(r) eine skalare Funktion von
r = ||r||. Zeigen Sie, dass

V- laf(n)] = = /().

Faustregel: V angewendet auf f(r) erzeugt r = r/r mal die Ableitung f'(r).

Beispielaufgabe 3: Rotation [1]
Punkte: (a)[E](0,5), (b)[E](0,5).


https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

(a) Berechnen Sie die Rotation, V x u, des Vektorfelds u : R* — R?, u(r) = (zyz, 4% 2%)7.
[Kontrollergebnis: fiir r = (3,2,1)7 ist V x u = (0,6, —3)7 ]

(b) a € R? sei ein konstanter Vektor und f : R® — R, r — f(r) eine skalare Funktion von

r = ||r||. Zeigen Sie, dass
rxa

V xlaf(r)] = f(r).

Faustregel: V angewendet auf f(r) erzeugt r = r/r mal die Ableitung f'(r).

Beispielaufgabe 4: Rotation eines Gradientenfelds [1]
Punkte: [1](M)

f:R® — IR sei ein glattes Skalarfeld. Zeigen Sie, dass die Rotation des Gradienten verschwindet:
V x(Vf)=0.

Empfehlung: Nutzen Sie kartesische Koordinaten, fiir die kontra- und kovariante Komponenten
gleich sind, 9 = 0;, und schreiben Sie alle Indizes unten.

Beispielaufgabe 5: Nabla-Identitdten [7]

Punkte: (a)[2](E); (b)[2](M); (c)[3](E)

(a) Gegeben seien die Skalarfelder f(z,y,2) = ze™** und g(z,y, z) = yz~', sowie die Vektorfel-
der u(z,y, z) = e,2%y und w(z,y, z) = (22 + y*)e,. Berechnen Sie Vf, Vg, V?f, Vg,
V-u, V xu, V-w, V xw. [Kontrollergebnis: am Punkt (z,y,2)T = (1,1,1)T gilt:
Vf=(-2"0e)" Vg=(0,1,-1)7, V*f=2 V?’g=2 V.-u=2 Vxu=—e,
V-w=2 Vxw=—3e,]

(b) Beweisen Sie folgende Identitdten fiir allgemeine glatte Skalar- und Vektorfelder f(x,y, 2),
g(x,y,z) und u(z,y, z), w(z,y,z). Stellen Sie u, w und V nicht als Spaltenvektoren dar;
nutzen Sie stattdessen Indexnotation. Empfehlung: Nutzen Sie kartesische Koordinaten und
schreiben Sie alle Indizes unten.

() V(f9)=1(Vg)+9(V])
(i) Viu-w)=ux(Vxw)+wx (Vxu)+(u-V)w+ (w-V)u
(i) V- (fu)=f(V-u)+u- (V)

(c) Uberpriifen Sie die Identititen aus (b) explixit fiir die Felder aus (a).

[Kontrollergebnis: am Punkt (z,y,2)" = (1, -1, )T gilt: V (fg) = e 1(2,1,0)1, V (u-w) =
(=2,-3,0)7, V- (fu) =0]

Beispielaufgabe 6: Linienintegral: Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters [4]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](M); (c)[1](M); (d)[1](E)

Diese Aufgabe illustriert, dass aus 9;B7 — 9;B° = 0 nicht notwendigerweise auch ¢ dr - B = 0
folgt.



Das Magnetfeld eines unendlich langen stromdurchflossenen Leiters hat die Form

c -y

Br)= ——
0= 70

(a) Zeigen Sie, dass 0;B7 — 9;B" = 0 gilt, falls y/22 + y? # 0.

(b) Berechnen Sie das Linienintegral W yk| = f7K dr - B fiir den geschlossenen Weg entlang dem
Kreis K mit Radius R um den Ursprung, vx = {r(t) = R(cost,sint,0)T|t € [0, 2n]}.

(c) Berechnen Sie das Linienintegral W [vyg| = fm dr - B fiir den geschlossenen Weg ~r entlang
den Kanten des Rechtecks mit Eckpunkten (1,0,0)%, (2,0,0)7, (2,3,0)T und (1,3,0).

(d) Inwiefern sind die Ergebnisse aus (a) bis (c) miteinander konsistent? Erldutern Sie!

Beispielaufgabe 7: Vektorfelder skizzieren [Bonus]
Punkte: (a)[1](M,Bonus); (b)[1](M,Bonus)

Skizzieren Sie folgende Vektorfelder in zwei Dimensionen, mit r = (z,y)%:

(a) u:R*—=R?* 1+ u(r)=(cosy,0).
1

Die Skizze sollte fiir einige ausgewahlte Punkte r aus der Definitionsmenge der Vektorfeldabbildung
(z.B. u) die entsprechenden u(r)-Vektoren aus der Bildmenge der Abbildung zeigen. Dazu wird
fiir einen ausgewahlten Punkt r ein Pfeil mit Mittelpunkt bei r gemalt, dessen Richtung und Lange
den Vektor u(r) darstellen. Fiir Vektoren, r, aus der Definitionsmenge und Vektoren, u(r), aus der
Bildmenge konnen verschiedene Langeneinheiten benutzt werden, um Pfeiliiberlappungen zu ver-
meiden und somit die Ubersichtlichkeit der Skizze zu verbessern (z.B. indem 1 (r)-Einheitsvektoren
kiirzer gezeichnet werden als r-Einheitsvektoren). Fiir die visuelle Darstellung von Bildvektoren
sind ohnehin meist nur deren Richtungen und relativen Langen von Interesse, nicht die absoluten
Langen.

(b) w:R*—>R?*® re—w()= (z, —y)T.

Beispielaufgabe 8: Matrixmultiplikation [2]
Punkte: [2](E)

Berechnen Sie alle méglichen Produkte von Paaren der folgenden Matrizen (inklusive deren Qua-
drate, wo mdglich):

4.3 1 3 0 1 3 0

= = 1 2 = 1 2
P2 ) o5 5).

1 -6 -1 1 -6

[Kontrollergebnis: die Summe aller Elemente der ersten Spalte folgender Matrixprodukte lautet:

SU(PQ), =14, Y, (PRY, = 14, Y, (QR), = 16, Y,(RP), = 12, 3,(QQ)', = 16]

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 21]




Hausaufgabe 1: Linienintegral eines Vektorfeldes [2]
Punkte: [2](M)

Berechnen Sie das Linienintegral W[y] = fﬁ/ dr - u des drei-dimensionalen Vektorfelds u(r) =

(ve¥?, ye®* 2e™)T entlang der geraden Strecke v vom Punkt 0 = (0,0,0)7 zum Punkt b =

b(1,2,1)T, mit b € R. [Kontrollergebnis: fiir b> = In2 ist W[y] = 7/2.] Hingt das Linienintegral
vom Weg ab?

Hausaufgabe 2: Divergenz [1]
Punkte: (a)[E](0,5), (b)[E](0,5).

(a) Berechnen Sie die Divergenz, V - u, des Vektorfelds

u:R* = R? u(r) = (zyz, 2%% 2°y)".

[Kontrollergebnis: fiir r = (1,1,1)7 ist V-u = 6]

(b) a und b seien konstante Vektoren aus R®. Zeigen Sie, dass V - [(a-r)b] =a - b.

Faustregel: V ‘vernichtet' das r so, dass ein sinnvolles Skalarprodukt {ibrig bleibt.

Hausaufgabe 3: Rotation [1]
Punkte: (a)[E](0,5), (b)[E](0,5).

(a) Berechnen Sie die Rotation, V x u, des Vektorfelds u : R* — R3, u(r) = (zyz, y?22, zy2*)T.
[Kontrollergebnis: fiir r = (3,2, 1) ist V x u = (—5,4, —3).

(b) a und b seien konstante Vektoren aus R®. Zeigen Sie, dass V x [(a-r)b] = a X b.

Faustregel: V ‘vernichtet' das r so, dass ein sinnvolles Kreuzprodukt iibrig bleibt.

Hausaufgabe 4: Ableitungen von Wirbelfeldern [1]
Punkte: (a)[1](M), (b)[0,5](M,Bonus), (c)[0,5](E,Bonus).

u: R3 — R? sei ein glattes Vektorfeld. Beweisen Sie folgende Identititen:
(a) V-(V xu)=0. (b) V x (V xu)=V(V-u) - Vi

Empfehlung: Nutzen Sie kartesische Koordinaten und schreiben Sie alle Indizes unten.

(c) Priifen Sie beide Identitaten fiir das Vektorfeld u(x,y, 2) = (z%yz, vy?z, vyz*)T.

Hausaufgabe 5: Nabla-ldentititen [5]
Punkte: (a)[2](E); (bi,ii)[2](M); (biii)[0,5](M,Bonus); (ci,ii)[1](E); (ciii)[0,5](E,Bonus).

(a) Gegeben seien das Skalarfeld f(z,y,2) = y 'cos(z) und die Vektorfelder u(z,y,z) =
(—y,x,zQ)T und w(z,y,2) = (z,0, 1)T. Berechnen Sie Vf, V2f, V-u, V xu, V -w,
V x w. [Kontrollergebnis: am Punkt (z,y,2)T = (1,1,0)7 gilt: Vf = —e,, V*f =1,
V-u=0,Vxu=2e, V-w=1 Vxw=0]



(b) Beweisen Sie folgende Identititen fiir allgemeine glatte Skalar- und Vektorfelder f(x,y, 2),
u(x,y,z) und w(x,y, z). Stellen Sie u, w und V nicht als Spaltenvektoren dar; nutzen Sie
stattdessen Indexnotation. Empfehlung: Nutzen Sie kartesische Koordinaten und schreiben
Sie alle Indizes unten.

(i) Vi(uxw)=w-(Vxu —u-(Vxw)
(i) Vx(fu)=f(Vxu —ux(VYf)
(i) Vx(uxw)=(w-V)u—(u-V)w+u(V-w) —w(V-u)

(c) Uberpriifen Sie die Idendititen aus (b) explixit fiir die Felder aus (a).

[Kontrollergebnis: am Punkt (z,y,2)" = (1,1,0)" gilt: V- (uxw) = 2, V x (fu) =
(0,0,1)7, V x (ux w) =(0,2,0)"]

Hausaufgabe 6: Linienintegral eines Vektorfelds auf einem nicht-einfachzusammenhangen-
den Definitionsbereich [3]
Punkte: (a)[1](E); (b)[2](M); (c)[2](A,Bonus)
Betrachten Sie das Vektorfeld
1 —y
B(r) = —— nt
(r) (22 + y2)2 xO

(a) Fiir welchen Wert des Exponenten n gilt 9;B7 — 9;B* = 0, falls /22 4+ y* # 0?

Benutzen Sie im Folgenden den in (a) gefundenen Wert von n.

(b) Berechnen Sie das Linienintegral Wyg| = gﬁ/K dr- B fiir den geschlossenen Weg entlang dem
Kreis K mit Radius R um den Ursprung, vx = {r(t) = R(cost,sint,0)T|t € [0, 2n]}.

(c) Was ist der Wert des Linienintegrals Wyp| = gﬁm dr - B fiir den geschlossenen Weg ~p
entlang den Kanten des Dreiecks mit Eckpunkten (—1,—1,0)7, (1,—1,0)" und (a,1,0)7,
mit a € R? Skizzieren Sie das Ergebnis als Funktion von a € [—2,2]. Hinweis: Das Ergebnis
kann ohne weitere Rechnung hingeschrieben werden, sollte aber begriindet werden.

Hausaufgabe 7: Vektorfelder skizzieren [Bonus]
Punkte: (a)[1](M,Bonus); (b)[1](M,Bonus)

Skizzieren Sie folgende Vektorfelder in zwei Dimensionen, mit r = (z,4)7:

(@) u:R*—=R?*® r~u(r)=(cosz0)7".
(b) w:R*—=R?* 1+ w(r)=(2y,—2)".

Hausaufgabe 8: Matrixmultiplikation [2]
Punkte: [2](M)



Berechnen Sie alle méglichen Produkte von Paaren der folgenden Matrizen (inklusive deren Qua-
drate, wo moglich):
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[Kontrollergebnis: die Summe aller Elemente der ersten Spalte folgender Matrixprodukte lautet:

Zi(PQ)il = 25, Zi(PR)il = —44, ZE(RQ)Q = —5, Zi(RR)il = 8-]

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 15]




