Beispiel fiir: Fourier-Integrale (€6.3), Green'sche Funktion (C7.5), Homogene |C7'-5BS]>-C(
+ Partikuldre Losung (C7.4), delta-Funktion (C6.1), komplexe Wegintegration (€9.2)

Uberddmpfter harmonischer Oszillator mit periodischem Antrieb:

‘7‘< + zx;( + S‘L"x = F[U , iberdampft: )‘>.N. )

) ‘L
Lleyx = &), L) (& v 2ypde ¢ 1) 8
Endziel: Finde x(t), mit Anfangsbedingung: X) <= Xe, wlo) = To, (3
fiir Antriebsfunktion -F(é) 4~"— wird spdter angegeben (als Fr{) = i;m(woi )y @
Homogene Lésung: L(E) xg(t) = o (finde mittels exp-Ansatz) ()
Allgemeine Lésung: ¥4y = X)) + XPH" )

A

Finde mittels GF:
erst G(w) mittels Fourier-Transf.
dann sm mittels komplexem Wegintegral

Zusammenfassung: C7.5 DGL mit konstanten Koeffizienten - Fourier, Green |2Cra

Cl.sBspb
[Cm d: + Co, d:" Foe 4 ocdy t c,])x () = &) 0)
4
\\\ a d
Kurznotation: L(d(—)X{{) = ) ® L(d) = Z’ A ATL

~

fo%)e’i«s%;'(“) %x{f) f‘i zu)e"“’)‘x(u) 3)

]

Fourier-transformiert: X[t)

~ ~r = e - M z =
L (i) X(w) = (&) ® pix L (=iv) ;g: (i) 6
*9

7 ~ 7\ W \
Aufgelost: ’)‘{[U) (Z.) glw) f (w> (6) mit /%[u) = Z [~io) (ks
Green'sche - - » Fourier-Tr. A (i)
Funktion erfiillt: L ["""’) ; g(‘J) - Jv-’ ® —— LM"B 4 NG
= W) [y mit £ = 59 ]

Faltungstheorem,

© - allgemeine Lasun
angewandt auf (6): x(4) = I_iu /%U: u) flu) 0 ﬁ_ig beliebigen Ar?fr'ieb!




Vorschau, Zusammenfassung der Ergebnisse l C#s Bs-(:.c_

. - ¢
o, Mt g

Homogene Lésung: Yo () = -¢ ®
T (A
mit Q-;_+zzj\’,\t+ﬂz =0 ’Xi =-f JZS‘ -8 (v
ey (7
Partikuldre Lésung: Xplt) = fw §lt-u) F(u) ,  F)= £ aawet BB
- 00
~ W3 - :
Green'sche Funktion: 6(») = [ i NE-w? —2igw (%)

Fourier-Riicktransformation: . .
f io it (i.3) |

(jl) = _f-_______ p A 1;_‘1-‘ 1_t i
‘t»:@ 60’) - :/‘{%Jr [ (i) o) xr[e ~ ¢ ]- 9(’:\)5&({) (s)

_ e . (9
mit Y&lo) =0, xgle) =1

(. 4) V, e".“"’* ] (“t"\ CN" JlL)MQaf + 2w, sy Wt

5)in (3): Yplt? = © =
(5) in (3) 0 Re T ooy (- I° ¢ «plod @

Volle Lsung: XU) = %) £ Xt @& + Anpassen der Konstanten: (0.8,9)

(a) Homogene Losung: Exp-Ansatz l C*5 Bs-(:.d

x) = Ae (i 0
@2 Kurznotation:
eingesetzt in: (d,:; + 23 dl—. ¥ &7-) Xh(t) = O (2) Z(df) xhu) -5

Vrzpd M =0 W= (D) =o

£~ fir s JSL
A e o+ [t 8 = e
K - 6\ = ,)‘ t < © ? [ vergleiche (C7.4m.6) ]

(wichtig Il) und Blatt 9, Bsp.Aufgabe

t 1- ¢

Allgemeine homogene Losung: XA“) - Aee +A-e )
‘ aA-+

A AN cq”L s AAe ®

Konstanten A+, A- werden festgelegt, wenn partikuldre Losung bekannt ist.

) ﬂ+’)\—=?-25‘1-ﬂ15“6‘*‘ 8)
2 3

EY¥sNF-T) = - = B

Fiir spdteren Gebrauch: YVY+do = - 2
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(b) Partikuldre Losung: mittels Greenscher Funktion l C¥s Bs-(:. e

(b . lo\ 2

xple) = [du §lt-w) W) 3
wobei G(t) per Definition die Diff.Gl. mit delta-Antrieb erfiillt:
(5.9) Kurznotation:
(6« 2pa, « W)Ge-w) = Se-w) @ | Lidogh = S

Check, dass (e.l) dieGl. (a.1) erfiillt: (Logik: siehe Seite b.)

1 (3 = (.5) A
(& voygd, + 5 B L) *pH)
o 0) 4
O Jiw (4Fe eyt ¢ S) gU-w) FG) 0| = 4 Gl
- T stew §(¢-w)
S | = fr e
(c) Bestimmung der Greenschen Funktion im Fourier-Raum l ces Bs?.F
(Z€6.3b.1) _isd =
é\‘)[“ — "Z(,f’ e ¥ ilu) 0
(ZC6.3b.2)
L = — |
2 2 )
4 v 2pe,  W)q0 = @
( 5 o Kurznotation:
— ’ = Z {—6"-J)
b3 > : = ' [vgl: (C7.5a.6)] (5)

= () = =< -
6“, Ll"“‘D Q,L-—AJL L




(d) Bestimmung v. 6(1) mittels komplexer Wegintegration l C%s Bs-(:.g
[vergleiche (€8.3g-h) und Blatt 15, Bsp.Aufgabe 4 & Hausaufgabe 4]

Kurziiberlegung: co 2 L r
. . —~ o
(£.) e _ch -e(fiR)e_ XRY N
(.L) /{M e = = Po .
W [ (-ie Q| >
2 ) tso: [
. —i (7
o <t [ £
Row JT, 2w L (-i3)
b [ fa 4 =4.(2) Pv"{*“’”,”(-'?.ﬂ)i
({\01 Q-)
Falls t < 0: SchlieBe Weg in oberer Halbebene,
> unterer
entlang ﬂ+ : 3 2;(¢) =Re v Rend+ising) | ¢elox n)& =)
N wéhle: > o
; ; £ ILIR oo THIR 4 oe ¥
denn e £ L?It':—. e_i- @l - e ! ’ ¢+I¥IK44:2 Lo, ©
Finde nun Pole von ﬁ,._}_(?ﬂ , d.h. die Nullstellen von: o lE_q'_sEf_bi
S)
Ne-et-ziyr = LA = ° (s
=» Pole der Ordnung 1 bei: =zo

‘ Wws [
T, = —ip 4 (TRt = by v fye@) = JAr ©

22"[%(1.;41—) - 'Lﬂ_
2l ziny —[8‘7"‘(8‘1-&1)] P [(<2) v B

Check: (2-¢d,)(2 ~z2.)

1]

Ubrigens:
,At sind die in (d.5) gefundenen 'Eigenfrequenzen' fiir die homogene Lasung!

Das ist kein Zufall, denn die Gleichungen fir %+ und ﬂ-_l-_ sind analog:

(4. SR (. ) konsistent mit (h.3)
~/
Einerseits: L (~i%) = 0 , andererseits Lm) =b> = —~r = )

Liegen die Pole in oberer oder unterer Halbebene?
U2y d-¢) also lie ide i
. gen beide in
Esgiltt  Jun (%)= Ji ( 1At ) = 31 <0 &) yuberes Halbebenel




(42 il . izl C#5Bsp.a
= kil = = (o2 (“\ e [C72Bed

2t ) (3-ide)(2-i2-)

0y

<0 n

+

@§-4) (€9.29.3)
6“ < D) = dﬁ A2 AJ%) = go Satz v. Cauchy ® P
Lﬂ,ﬁ) r\denn Lrl2) ist analytisch s '
in oberer Halbebenel i
(3.4
_ @
ﬁ“ﬁﬂ = d%ﬂ,d(%) ﬂ_[%) = - Zeichen, weil ( /‘°. f:_ ) inmath. negativer Richtung

durchlaufen wird > {

(€9.4a.4) : Residuensatz 4 2, by 2 :
K ' £ )] "
= — 2w L&S(‘_l L}q.) + E-ZA( ,I,’A-—) %) 450 L

) Coe G ~i(iA)1¢]
S R[S v 6 } © 12N S =y ©

(i2,-%-) TR

(43}

¥ |
(@) = owy ¥ e O IER I AT 8
W @ =%,  mit Ae = + Vs
\ i 1,4 At .
mit ¥4loy=o , @ % ld) = ¥« ﬂ, e -2.e l , xgle) = 1\ (@

(e) Skizziere G(1) %(6) = ©O. () lC?’-5Bs?J

%”—Bv) — ot él_{denn “\4-' < 1Al ,EIISO

dominiert der erste Term

Steigun G . .
beielg{ zo& dt j(‘é) = 0‘.{{9(-@) X&(é}l = QL_&)/%) v O() xyglt) (2)

. (&Y xglo) =0
= o) xg(t) (3) (v.9)

j(‘lb ¥>N
d‘l: C‘)(’Q\ . = )'tk(o) = “ [

tso I : +
Steigung = (
r\;ergleiche: Analoge Eigenschaft gilt fiir den unterdampften Fall: ( 1<
(€7.4j.1)
‘b(-l:) = 6l éLr M(S\Lr H e/‘»‘\? (C=75_?<522) '52_4- A J 'R?. _ r'L (s)
\_——’——_—V—___—'J
Xel¢)
‘ ; M e 6
mit  Xg(o) = O, xplt) = [ﬂ:m(ﬂ,{) +(—3)4«m(ﬂ4—»] e " Ap(= )
l (3) . i('&) TSl
deC)| = o) xp(t)| = 1 @ L
L S Y \ ~o

Steigung = !




(f) Erfiillt G(1) die definierende Gleichung (e.2) ? Allgemeines Argument

l C?.S'BSPJQ

- 1 Vergleiche Blatt 12,
[d: F let DY 13({) = $(t) Bsp-Aufgabe 3, Hausaufgabe 3 0
(2.9 G. G
j(‘é) = b“) X&(f) mit x’e"(o) ,-:g)o } XA(O) = (4]
(&.3) .
di gty - o(:’//() NI (2)
SO E
z () . . o no
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L )
LY xg(0) (i.q)
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,__ﬁ\,____, . (3 (7-\7_
[ reyq, « Jf']j({) = 56y vold [d, +opd+ N X4(4 (<)
(d ) ;
= SH) v [wie gefordert in (e.2)] ()
(f) Erfiillt 6(t) die definierende Gleichung (e.Z; ?_Explizite Rechnung IC':I'.SBSP.k’
('51') 1 34{ :\_(—
jer =" e )‘r[ e - e] 8
(§3) At A4
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.0
T () .
R L Wy “
-1 %%y
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[wie gefordert in (e.2)]
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(q) Partikuldre Losung: Fiir periodischen Antrieb l C?.5Bs—e.£

0 s=t-u
mittels G(t): )(f.(f) = f;ﬁuj(‘):*'u) ‘F(U) = st ﬁ(s)f(é—S) "

1,
Substitution empfie'hl‘r sich, da f einfacher ist als &

) - i

('b:? L /e-'(\:) _‘;_[6}4—5 -—Ll S ]_p({__s) @
-5 D c
= X, (6) = X (4) &
& A S
Xeloy = Y "(U Ads e ~ -F({'—S) ©
—re.t

Beispiel: Periodischer Antrieb: flo) = 4 oo Wt = f. Re [e J @)

()

e L N it

2 rvorrl N I o TR P
Volle partikuldre . (2) ~vugt 1 1
Lésung : Yol = Ke-x_= - Re [’7%'& ['i'*’o*'h - o+ A - l “
Ar @9
- '22[.{-; ~Yevot (ta)o-rq ) ("“)of;],t} _ R {ﬁ g—“""’ m_ o
™ (cwo4+De)(fwe + 1) * - W, -rzwu(’,h-*?\—) +2; )‘

@9 2% (4 S

-‘r“)oi_ | - two )
=|Re [ he ~wr + R - zwdl =R L[-m )4 bequemste Form, weil ~ ~¢ et (0
kein Zufall - siehe (h.3)

. ) C\J;'f\no +Zl¥'¢ds
:K&{Fo(m“"’""““w'{) [(w‘l._dl'l- F 4 pleost \% )
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i C3.5Bsp.n
Check: erfiillt Xplé) die Gl. (a.1) , mit F(f) (iS) .{.'D eolod) l____L

7
(e + 2 44, 2°) xpld) = £ woost) o
(m.4) ~lwt
Ausgangspunkf: X P({) . k”’[ foe Z (~i 00)] ()
() in (1): / & L s) Rz,[ £, g"""°)° - } @
¢ "1}‘ v ’ L["’l:k)a)
- Re | (ciw) -z +8) 4 TS @
= Cim) - :( : o L( ~it5o) '
L_ ~(ede

= RL[{, e—;%% :( = £ wa(wt) = ) @ ©

(h) Bestimme jetzt Anfangsbedingungen ICTI'.S Bs?'o
(a.5)
Allgemeine Lésung: Yt) = XL 4 x?[.” W
(d.¢) , (d.#
xk(o) - 44, + A- ) () X\, o = IA.(. g.;. 4 ’x—ﬂ-— G)
M6),  (~oly S . o syt
o % I ot 2
(- )7+ e plod
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(-7 4 e plod
Widhle A+ und A- so, dass () = Xo = Xp(b) - Xl.(o) (3)

)'((0\ = Up = )2?(°) + ):.( (o Q)




(i) Abkiirzung bei Berechnung v. x 'p('é) IC?.SBSE.?
(L. 00 VA5
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