V3.6 Rotation, Satz von Stokes (V 3.6

Anmerkung: Fiir die Behandlung des Kreuzprodukts werden wir nur orthonormale Basisvektoren
benutzen, mit trivialer Metrik; somit ist die Index-Stellung (oben/unten) egal vt =uv;
(fiir Diskussion des Kreuzprodukts wenn die Metrik nicht trivial ist, siehe Lg4.5, und AD-Buch, L6.4)

Rotation in kartesischen Koordinaten (Erinnerung)
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Erinnerung: Gradiententelder sind 'wirbelfrei' ‘ \U3.6hb
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Geometrische Interpretation der Rotation: Zirkulation pro gerichteter Fldache \Vs b¢
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Satz von Stokes l V3.te

Betrachte nun beliebige Oberflache S , begrenzt durch denRand " *
aufgeteilt in viele im‘ini‘resimal kleine Flachenelemente:
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552 Txi (7,) 0

N>oo p
(c3) er'kulcmon um Fldchenelement SSe
I"'k———!
_ li Z A7, W) )

Beitrdge innerer Wegelemente heben sich weg, denn Integrationsrichtungen
entlang Grenzen benachbarter Rechtecke sind entgegengesetzt:

= l;mvoo Z‘ # d'r u,('r!) O

Aussenwege ¢

jdg '(V x 1;1—> = #0{ T U @) Satz v. Stokes
S . Fliche L —1_ Rand der Fldche = Linie

[Mathematikvorl.: sauberer Limesprozess]

Anmerkungen V3.6 f

(1) Orientierung des Linienintegrals ist ‘rechts herum' beziiglich eines
Normalvektors an einem (beliebigen) Punkt auf der Fldche. Q @

\

(2) Falls S eine geschlossene Oberfldche ist, hat sie keinen Rand: ¥ = q>
) ) leere Menge S
Indiesem Fall: sei \/ dasvon S eingeschlossene Gebiet:
O= 450(;-‘.’& zes JdS'(VX ), iy f Y V'(VKZA) ©
é (-8 Jqg Vesigy “\ — v
weil Rand die Ldnge O hat
(1) gilt fiir beliebiges V: = §_7.- ((’7.'): l: 5 = o0 '/ konsistent mit (c.7)!
(3) Konservatives Kraftfeld: E(F ) sei ein Vektorfeld mit folgender Eigenschaft:
qs dr. € = ® fiir beliebigen geschlossenen Weg (2)
(e.d) STokesZ
Dann gilt S ja{ S '(ﬁ xE.) = ©O gilt fiir beliebige Flachen S 3
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= VrE = O %‘? E st darstellbar als E=-Veg )




(4) Verschiedene Fldchen haben den gleichen Rand: V3.6

Y : Kreislinie

S K Kreisfldache

S Halbkugeloberfldche I
53’ Kegelmantel

DS;_ = ?S}:,
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X-—?S.

(4) Krummlinig orthogonale Koordinaten

Ortsvektor: T = ?(Ta' ) ()
h _ _. lokale Basis, keine Summation!
Kurvengeschw.: ’3"{- =U =e;n; @
H 2 — .o )n .‘. = . -.h
mit 6 e,a = 31 G e;xe; Z‘Jhe

Vektorfeld: 1,'2(5 )y =2¢g; u (@)
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Definition: gz = ﬁ de = §S.(@x@t) = 65 (Txu) @

Rand von Fldchenelement T3
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Rotation: ( xu)’ 5_( (QIWT:VTL[?:"(A‘“‘) _23‘(“&(_'31 63

[analog fiir andere Komponenten, mit Indizes zyklisch permutiert]




Beispiel: Zylinderkoordinaten: ‘3( =p . 32—— ¢ ,133=% ) "P =l Ny =)0, ly =1 |\}3-6i
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t E& f) [Bf(/) ud\ - B,S u-"] [vergleiche Seite V3.5s] (s)

Beispiel: 0= peg > ufeo , W= poouw=o @
R \ L
VxW = €, TQBFLP ]>5 = @4 ﬁZf = 2,2 )
Beispiel 1: Magnetfeld auBerhalb eines unendlich langen stromtragenden Leiters V3.6
Zvli - . , . 2 _R _ #
ylindersymmetrie: Magnetfeld hdngt nur vom Radius ab: B = B( f,X,X) = ey B P (1)
Maxwell-Gleichung: - o .
(Ampere-Gesetz der VxR[E = & \s( ) (2 konsfan‘r-li Radius v. Draht
Magnetostatik) Konstante -/‘/ T stromdichte = %J N f e « ()
im Draht o ¥ P >R
Integriere iiber eine Kreisflache K mit Radius P >R ..
einer- ﬂg . ('-va "B\) (2 S. 4w - 4T T W e 'ﬁ"
seits: K Ampere J — el (73
K Gesamtstrom '
/[ 1
andrer- tokes _ —\ (6) = 27 _B (s) gg =e,80 k
seits: = é ’(dﬁéf e’ B f t ;L: K
[Par'ame‘rrisier‘e Kreisintegral mittels Zylinderkoordinaten: A= 'éf f p :LT = fo W )
¢
T
(4)=(B): liefert Beziehung zwischen Strom und Magnetfeld: @S = @

Fazit: Magnetfeld fdllt ab wie Xp mit zunehmendem Abstand vom Leiter.




Beispiel 2: Magnetfeld innerhalb eines unendlich langen stromtragenden Leiters ‘ V3.6 k

Analog wie Beispiel 1, aber mit Kreisscheibe S1 innerhalb v. Draht,

also mit Radius @ < R : /
] z o }

5/= ‘l()‘,v),%) ng'- xzwa <6 2=

) m oo
einer- - -~ < .\ (-9 R . _ - Lo
seits: / S (Vx B(f)) k d5 QE () = ['{7‘./0{/) [0 bE_EJ - 'ic','J oo (2)
5 Ampere 5 6 0
Kre'SSChe'be Zylmder'koor'dinafen konstante
Stokes Stromdichte
andrer- Y = analog icu (§.9) ¢
seits: = dv. BH = o g (3)
(aus Symmetrie-Griinden)
(2)=(3): liefert Beziehung zwischen Strom und Magnetfeld: gtf = %rd G ®
Ferner, aus Symmetrie-Griinden: g% - gf = o 5)
- @ é
Fazit: B = ¢4 = ©) & ,
4 E (P pt/ N N
[innerhalb des Drahtes nimmt Magnetfeld linear zu mit Radius] 1 R. P
Zusammenfassung v. Beispiel 2 ] V3.6l
(k-2) s
Strom durch Kreisscheibe 91 mit Radius a: I = T ot <z )
S = | —
o

/d “x B(?)) )

Laut Ampere gilt ferner:

via Stokes & Symmetrie (kg - o . . o(v2am2b) (- .3
finden wir daraus das B-Feld: B = e4B" =eg4 2L J J) = Z { ] (3
. . . X

(in kartesischen Koordinaten)

©
— (3) P - . . =

Rotation von B, explizit JcB = & | Vx N = a4 °\ - €Ty e (4
. . ) = \) X = |o <) 2

in kartesischen Koordinaten: 0 2

Anmerkung: Das Fldchenintegral einer Rotation hdngt, laut Stokes, nur vom Rand ab.
Zur Illustration berechnen wir nun fiir andere Fldchen n , mit demselben Rand wie 3 ,

das Integral IS = Er-,_ /d§ . (VK i(?)) (s)
[fir B = 6. (3)] n Sa
Wir werden finden: in allen Fdllen gilt IS.,\ = IS, = J Tt @




Beispiel 3: Fldche von Halbkugel (52) mit Radius a

Halbkugel: S = 4"'(7*,9,49 é'R}J T=E & psD=T

= 47 £ wr )

o o
Kugelkoordinaten: M=, N - 1':1, n4, = T6iud ()
Flachenelement: $9 = %S n = er §° 89‘/\1«;« & a" ()
. —_— o~ (CH) - T - Z — E% >
Rotation B: vY& = e, 4 (7] g '€= mam——\—e;
(e s)

Berechne Integral: I J AS ef . (VX@) &

Substitution:

(‘4.:)C fdsé_(dewe ?,,r-eiE L%(J &)

tne = U
de s = (‘5) ol ©
I
(&) - v’
"o = aIJ zu-fd%'u =aJ7t "Is (@
“QM«O = _ jo[u. = L -
o 1 Y2 [konsistent mit (I 1]
Nebenbemerkung: es gibt mehr als einen Weg, die Rotation von B zu berechnen: \V3_4 n
(M.u’ N (M-S) .
Oben benutzten wir: er +(Tx&) = er- ey ‘{-’E J> = @lo "?—J 0)
. - - - - = - - i - -
Alternativ: er +(Tx &) = e4:@. (V ,‘g,) = (‘_vx&)'r (0)
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Berechne Rotation in Kugelkoordinaten, via (h.10), mit I2e, 1 15 ;) 3> 4 0
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L (3
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Beispiel 4: Fldche von Kegelmantel (53), mit Basisradius a

S (Fpge®s ecpze, ospen]
Zylinderkoordinaten: o L¢g= {L(( ~ Pla)
V\\P=" V)4: =J>, Ny =t
£ o> ¢ (k.1
Kegelmantel: T = J (2 TxB = Ez ‘%rd @)
£.( I—f/a)
Orientiertes Fldchenelement:
S(v35c15) SPS¢ &) [ —p A (’if/a)uo4>
S = set " gemd | Gl 4t % 8
—4a o § 05
Berechne Integral:
(f s) 2n (dS)
_S; ﬂs ' VXBf)) 4r Wg = Zn.'(;_atj = azuj =I/IS| ®
(3) e'% e J [konsistent mit (1.1)]

Zusammenfassung: V3.6 Satz von Stokes

- - -qFR
Rotation kartesisch: ot = Ixu = ¢ io'é'k ).1 d
Geometrische Definition der Rotation:
‘Zirkulation pro gerichteter Fldche' 9SS =nsS:
o) = lim 2= T U
(7 « %) Somro 85 @&dr u 0

Satz v. Stokes: Flussintegral der Rotation = Linienintegral

Jd.S (V)‘ u(r) = #0{1‘ NG, (»

S,c —__ Fldche ¥ - Rand der Fldche = Linie
Symbolisch: j'fs{, (’3 X 1/.)" = f dfi‘ w' Q?)
S 35

suggestive Notation %

Rotation in krummlinigen Koordinaten: 5‘- = )\.‘\i T(g) =

4"
(in—()h _ [3 (n;d ) B (“i ZA’.')] @ {analog fiir zyklisch &)

n, V\ vertauschte Komponenten




