V3.5 - V3.6: Integralsdtze der Vektoranalysis [Notation in diesem Kapitel: W.%-S' &
Indix-Stellung oben/unten egal!]

Vorausschau/Uberblick:

'Integral iiber die Ableitung einer Funktion hdngt nur von ihrem Wert am Rand ab'

Hauptsatz der Analysis: Linienintegral des Gradients = Differenz an den Enden

7T = e e - g
&.‘/ 5 Linie von x nach x' munie = Punkte .,
p3

X

Integral (Anderung pro Schritt) =  Gesamtdnderung zwischen Endpunkten

Satz v. Stokes: Fldchenintegral der Rotation = Linienintegral
[z Fd) - (&2 o
S X
9
?Flﬁche mit Rand ¥ fand der Fldache = Linie

Integral (Zirkulation pro Fldchenelement) =  Gesamtzirkulation entlang Rand der Fldche

Satz v. GauB: Volumenintegral der Divergenz = Flussintegral iiber Flache

Jd\l V« a = [ ds 07-2 @3)
S Rand des Volumens =

geschlossene Oberfldche
Integral (Ausfluss pro Volumenelement) = Gesamtausfluss durch Aussenfldche des Volumens

"2~ Volumen mit Rand S (~ {

Erinnerung: V3.2 Linienintegral eines Gradientenfeldes

Skalarfeld: p: uC'[Rd-—-) ®! , T (f(%’) Q)

= . d - —
Gradient: Vf 'ucﬂld—’ R, xw» V({(?) @)
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Anderung von (f von *  nach l:+‘ot
3i.2)

SP(RE) = QTG e8)) — p(FLd)) “z Fe(Fey) - 7§ ()

'Steigung v. ' Schritt in Zeit §4

[}

Gesamtdnderung entlang Weg Ik
55
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PRI - g0 = (IR -Tolfe) = (770 s

o | § 1A

b
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Zusammenfassung der Strategie: finde geometrische Interpretation fiir Anderung auf ¥
einem infinitesimalem Wegelement; Summe iiber viele Elemente liefert ein Integral.
Analoge Strategie funktioniert auch bei GauB & Stokes (diese & ndchste Vorlesung)




Erinnerung: V3.2 Gradient in krummlinig-orthogonalen Koordinaten (siche Seite V3.2m) |V3.5¢

Fiir orthogonal krummlinige Koordinaten gilt: S\ - S°3 Sii , 34 - S 3 6 \\ E* y
L.
Gradient: (—'wﬁ 3“ )F 1_5‘. Lj— Di f = E—_—_.Q £ (3
i 2%
(vV2g.4) J-j?;,l—) e (in Koordinatenbasis) (in lokaler Basis)
L

Zylinderkoordinaten: ¥ (f,¢, 3) ) jf} =1, qun;b = f” , 3;; = ! [siehe (V21.3)] (3)

&2 - . .

t_]‘.ﬁ =) :, ) § 4 e& S ),;-F e ?;_ 2, f  (inlokaler Basis) )
1 3ep | {§

= EP )J"F + E& F )‘_[," t e, P (Vergleiche Seite V3.5r) s)

Kugelkoordinaten: v(r,0,¢Y - 3” =1 33@ s 5 3# = r%5iu’O (6)
[siehe (V2n.3)]
—_ @
VF =) e, G__. ) -F + ee ‘___. ) -f + e_¢ r___‘ )J-F (in lokaler Basis) ®
T

V2g.4

( ,3 ) "1_ P r'r + e‘:’,:.) L+ ey - ¢ £ (Vergleiche Seite V3.5r) (&
Erinnerung: C4.4 2D-Fldchenintegrale in 3 Dimensionen (gekriimmte Flachen) ‘ C L{.z
- r(y',y* + 6%
T: UeR* > Scr . g g _

‘ ,‘(3) r(y',y?) 2 59 | =
§= (“‘L) = TP = |AE) T+ 8t62) 2
q Yz(i) " ) .M

Koor‘dma‘renbass ,

’)__(is = C n y J e, 2 (l) / U

R N TR f <n<ru I i

Fldachenelement: 56 = 58" 0, x Gl @
fas£@ = fly [ 152 Tl Mlatg ) ®

(analog zu Seite C4k)

Fir krummlinig-orthogonale Koordinaten, mit I l?. X 5;“ = “-6, ({ I l_)'-z“ = Nen, (1)
ist das IntegrationsmaR: ds = Jl&' oll‘]l 0,1, (s)

Beispiel: Fldchenelement einer Kugel mit Radius R:
Vend) G5 =Rée . Ug = Rdiuo &4

Mg = R Mp = Rauw o

7

do 44 R -€qine ©




V3.5 Fluss eines Vektorfelds durch eine Fldche

sei wl@): UcK =R

ein Vektorfeld. // /

Wieviel 'fliesst' durch eine Fliche S ?
Flachenelement (FE):  §S = %' 8% (LT, x5l 0]
Normalvektor: N = G, %,

15, x5, @)
Zerlege (7Y in Anteile L I zumFE:

‘Normalkomponente' fliesst durch FE hindurch

ue =

S'I,

2 Uy IR
“ € B
g u

5)
:L

5% = 55w

Def: 'Fluss' durch FE:
7 u‘z.l'!

1 w  'Tangentialkomponente' fliesst am FE entlang

= 5 "0’!/_)!6'2( (\J’.x‘U‘,, ‘il = S(S (U,xu‘)u ()

Def: 'gerichtetes Flachenelement": 55 85 1 V\ % 6 "U/éz“ (Gsd) = ¢ SZ(JI"EJ (<)

i

Def: 'Fluss' durch die Fldche: ®

1)

ggZ-a

) 2 L
= /1113'4{3 (G x5y ) & m

Beispiel: Elektrisches Feld einer Punktladung

EF = R = ¢, ("

Berechne Fluss durch Oberfldche einer Kugel mit Radius K :

@-3) N =ym
d - fol o old (v“ x U ).E[r(9,¢)) (»
L_.,__J
F = N8, x ngy =R 4wmp & (3)
@\,(u) Zn’ T . . L
¢ Jde X/{We er )o(ee — Q )
wL % Q)

= 2T .2 & = ¢¢n Q &)
Fluss hdngt nicht vom Radius ab (!). Das ist ein Beispiel vom

GauB-Gesetz der Elektrostatik: Der durch die Oberfliche S eines Volumens

Seite c:
V\a: 1~

n¢=4"4;«.9

€ox €4 = er

V

hindurchtretende Fluss @  des elektrischen Feldes ist proportional zur gesamten in

enthaltenen elektrischen Ladung:

urt Q = q,fz/Val\/P(F) =

[sde - B

©)




V3.5 Divergenz (Erinnerung) }\/3.5{‘

R P 4 N R w'@® ) es L 0}
Vektorfeld: Uu: ek - R , X wl® = | = e\"u!(-&‘)
d/-
e e - ' M(x)
Definition: 'Divergenz von u (in kartesischen Koordinaten):
—_ . )
div U E'v-u.'z,(crkd — R @)
—_ > E'S i'.-
3 > dw i(g) = VoulE) = SUR = Au  dut v yud G)
22w, .
Notationscheck: T - iL. = (6; 3;\' ( édu) = SCSUJ = ');ULJ .
g
Beispiel: - . | ,
3<'=(X',X7'Y3\T V-X = 9% & 92" + 93¥3 = (L 40 =3 (s)
Geometrische Interpretation der Divergenz: Ausfluss pro Volumenelement Vis
- ~ . e,
UD) = o: M7  seiein Vektorfeld: Q) Ty, z+07) - s
‘ ‘ - ( y/mrl) N T —€z
(zur Anschauung: "Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit", mit d=3; ! I 7
Ziel: Berechne den Aussfluss von U durch ein —ey~—t- | — e,
quaderférmiges Volumenelement bei 7 = (%9, 2)" (@7, 2) ,77’? “““ VA
- .
Sé‘*m +S§Mm = Jd5 n o+ jds w @ @+ ?/f\)\/ _L @,y + 0% 2)
oloen wade, At Y )
g +§¢
d / ¢ 2 + (-2, sz, ¢ ]
fx uyjm:;é') (- ;\ WX g, ) 3

£ ¥ 2 t
2‘-’85“’[“ (x,j,%*Sz) - U(x,j.&)] = §TSisT U (x,q,¢)
T 0]
Im Limes Sx‘ S.'S ~» 0D st x,y-Abdngigkeit des Integranden vernachldssigbar (‘lokale Naherung')

Analog fir anderen Flachen. Gesamtfluss [(hinten+vorne) + (rechts+links) + (oben+unten)]:

S&auudﬂr ‘[A-S = SU [Dkuk + 931,(_‘1'-(- ')zua'} = SV (?7: (5)

&uuha
' Ausfluss pro ll 5$ ) L _ s) _ _ Geometrische
P . “ Guodu - fwa _‘,fd 5-% = V-u Definition der  (6)
Volumenelement W0 — S SU—so SV Divergenz




Beispiele zur Anschauung: o= N V3.s,
- W) = 1e,

U(z) = -7
0

&,/_L i/ I‘H}T{ Il .
20 ”T\“ m 0 (&

a\

J-u = >o o #0 = ©
z.B é’—_
W= x du = — +— |
mehr flieBt L )_—’_°
/> (o) raus als rein _
u:-x 3:11': 'zz (—ﬂ&
) —— [~ «—
VU A

]
N

PR {mghrﬂ.ef&f I

rein als raus

Satz v. GauB: Volumenintegral v. Divergenz = Flussintegral iiber Fldche V3.Si

Betrachte nun endliches Volumen, \/ . umschlossen durch Aussenfliche S
aufgeteilt in viele infinitesimal kleine Quader:

(W FEF = b 5 (0 FaE) o
vV ’*‘”e =t Svﬁ

lokale Ndherung [
(R

SV@V ul
M—»oa
(Su) Ausfluss aus Quader £

‘w«z = 2
fSSAS u() @

= Nowe= (

Beitrdge aller (!) innerer Fldchen heben sich weg, denn
Normalvektoren benachbarter Quader haben entgegengesetzte Richtungen

= Li:w Z' J d§ STIED! 3
Aussenfldchen? S )
J V7 f ds- «(3) Satz von GauB Q. ®

Interpretation: alles was quillt... muss durch die Aussenfldchel!
[Mathematikvorlesung: sauberer Limesprozess, etc.]




Beispiele fiir Anwendungen |\l3.5"

(1) Berechnung des durch eine Fldche S eingeschlossene Volumens \/ :

x

Waihle das triviale Vektorfeld ul® = 1 = (:]) ()
7

L. - 1L -
3 V- "'3())()( + DJ:I + 'b%%l - %:( (2)
2) . N (i.k)l -
Volumen \ = fdv‘ = fa(\) 3.7 = g{ d5. 7 -
\'4 v S

Erméglicht Volumenberechnung durch Integration allein iiber Oberfldchel!

Beispiel Kugel K mit Radius R:
d5 in Kugelkoordinaten (siehe Seite C4q.5)

—_—
(iS L f (K'L sime de dd ) ‘%/—. {2uf Kugeloberfldche gilt: R 71
a -

- - - 1 =
’ K =ér, = Re'f ,V\-f-
2" " 3 2
= "3 K jmei@ fd% = _E__ 2-2mc = kT R “ &)
o ] 2 3
(2) Kontinuitdtsgleichung ‘ V3 sk
Sei {)(i",-l) = Massendichte, U (7, t) = Geschwindigkeitsfeld ()

—
-

J(?.)‘\ = f(fn 17'(1-:1*) = Massenstromdichte (2)

Massenerhaltung in einem Volumen \/ :

Massenabnahme pro Zeit = Ausgestromte Masse pro Zeit ()
~d J aV plF L) = f dg . J"(,f-’.t ) InTegrqlf_grm dfar' @
dt Vv ' £ Kontinuitdtsgleichung

l (i.4), Satz v. GauB, riickwdrts gelesen

f dV 737 ) ®
v

l

- 2 pl#®
Jv W2 o
o - [ { Sip + TjEN| 6
v
(4)gilt fir jedes Gebiet \/ = SpP(RA) v TJEd = o PRl

dquivalent zu Erhaltung der Masse




(3) Maxwell-Gleichung fiir elektrisches Feld ‘V;_s(
— ~~ Ladungsdichte

T E = mpId 0
Integriere iiber = ® B
Volumen V/ \(“( vV v = “f/dv {3("> &)
v
(ma'rhemahscher')", (i.19 = Q Ladungin /
Satz v. GauB ¢
A5 F = @ (physikalisches)
S “ Gesetz v. GauB: (3)
- ———T

Fluss durch Oberfldche S

(4) Der Fluss § quellenfreier Vektorfelder durch geschlossene Fldchen ist Null

_ ~ o Ly -
Sei T.u =0 , dann f ds-u = \(l{\/ 7-u = O %)
‘quellenfrei’ S
explizites Beispiel fiir (4): Seiten V3.5m-o
Anwendung: Maxwell-Gleichung fiir Magnetfeld lautet: v-B = o G)
also sind Magnhetfelder quellenfrei, und (4) gilt: ,(.s d3-R = o (&)

Beispiel: Fluss durch Pyramide  (Selbsstudium)

Berechne den Fluss des Magnetfeld eines ebenen Quadrupols,

Bl = 3(3) |= ¥rd, mi z(" Voo

[~]
durch eine Pyramide:

3
V:ilx'7/z)e1k,: ocexsl, °‘=‘J’=l—x

o £t < z-Zx—ZJ 3 ()
.~ ES
v.8 = %8 = gb tJ 4—9 % + 030 )= &)
] Gauf ﬁ(\/ 7.8 = o (%)
S (i)
Alternativ: o = & £ &Z T @k &, ©)
Rand: S = Swt Set Swt S ©)

unten links hinten schrdg




3
Unten: Sa. = i(x,';,%)é R oexeq , 0_4_-55(..}(’ 2—=o} 0} ZLM

2

. A z — A
Normalenvektor: n, = , R - Ny = © , $ = ©

- —u -

Links: 52 = E(XI(]I&)Q 12,3: otxel 5=o,;=z-zx}
Normalenvektor: ﬁ(’, = (—?) , E Vi\z = - S’x , o
| -2 ! ( G
_ A = _ _ - _ - (A 3 -
§2-— de B = Iﬁx‘fé;( Sv) --ﬁ,,(x.x (2 -2x) = ﬁ{ x-%xlb- _é_
S 4
%
Hinten: S¢ = ilx,(],?:)é Kgi x= 0, ptysl ,a—-z-zj} @
Normalenvektor: ﬁk= (E) , g-l;\l[b=-8"1, #
! 2-23
§ ==ﬂd!4 aké = Idj!A% (’%'33 = gleiche Rechnung wie fiir 'links' = -_ﬁ_ (8)
L" 20 O » 3
h
Schrdg: Sﬁ = i(xlqjlz:)é fﬁ.gz cex =1, o.‘_’J‘: =X

Parametrisierung von 5{,, durch 'Gebirge’

- x = - | ° 2
T = ( 4 ] ) 3,4 xJ v = (O)x (|) = (1) (3)
7_—7_)""7_‘7 g - -2 | .

Orientiertes Flachenelement: 5: = Sk 5? b*? x)%? = %, gj (
Fluss durch 5.5"5-, st, B = 5, 5'3 [_7{ 3(%5 _
{ 1-
- I (-x
§s = ﬂéss' B = S{ij:(j 2('j|'>‘) = 3‘(;“ (\114 l:)k)e, 0]
( . :
= gl et v zox] = G- 367 x)| = 55 .
Xt °
L L2 v
E = &u t &Z r @L + EBS = 6(0—3"3 *'3‘) = o konsistent mit (m4) (&)




Divergenz in krumml. orthog. Koordinaten | VZ.SP

Ortsvektor: F =+ g ) Q) +516%(vy x va)

r 1’ 2’ 3_~_53
—_ . keine Summation! (yy\_/\L_ )
Koordinatenbasis: ?33 = f‘,-j =€:n; ©
mit e ' -G,\i - s‘& lokale Basis
Vektorfeld: az)=rcu (3)
J T
T = s - r(y'+6Ly3y°)
Sé‘,\mﬁ 5@,‘“;% = Ja(j Ut fds- U (4) —5152(vy X v3)
olben wnde,

lokale l\ll'db rung: Ct .
2 55 (na L(z)(‘j',gl, 5_’21) - (n, 0, u3)(«1', g, k: RIR ?33(\&.«\,_14. )(3') @)

Analog fiir die anderen beiden Fldachenpaare (Indizes zyklisch vertauschen). Folglich:

Sq—;‘a““*" = \.(Aga - S'SLSB [33' (nz"\';ul)'\' 3‘31(“14\, U:L\"' pjz(nlv\z_ug)] @

O wades
Quadervolumen: SV = S 'SL § ¢ NN, @
-~ 80 g S]
Divergenz: u = §au.. = __° (a0, u1') $2.2(n ) +os(wn,u
vergenz: | 7 St V\'Mg[ (Mg ) #3p(n g, ) 49l 1)) g

(8) = allgemeine Formel fiir Divergenz in krummlinig orthogonalen Koordinaten!

aylinderkoordinater: o o o L [ % (a0, ) £, (n, 0, 06) 43, (a8 [v3.59
J>=\)Vl¢= N o=t ‘/\4\!1\_2 ¢ grep i (I)
$70 % pé
= i-[’af(_ﬁ--{.uP>-l- 9&0.[- u6)+ 33; (|.j.). u’t)) (7.)
S - = L F 4 L9 U—d iR 2 u,%
.4 _Paf(gou) K, 2 3)
- \ T -
Kugelkoordinaten: Vou < mﬁ [Df(ﬂoﬂsé W) +9, (“¢ W u )+ % (V‘f"\e “ﬂ] (v)
n.‘--'-'(’ ﬂe-'r, '\¢ =f'$1v.9 f °
= ;1’_;'_&_[9;({1;;“9 WY & p(rsiuo u®) + (s u")] ()
- _‘__ ) N \
u = 3«-("'1“{) + ;;;39(5“‘9“9) t e pu?
Beispiel 1: Sei U = T= T e , also u = T, u®= o , ut-=0 )

- .7 = _1111 31-(4'1-4') g kar'Te=ssch ()xx +333 +?2;_t) €)

. A
Beispiel 2: Sei w = ) also 2T= 0 u®= o , us 9)
O +06 + Tthe >¢((J =0 VvV (Io)
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