L9.1 Konzeptionelle Grundlage der Fourier-Entwicklung Lg.1a
Kernaussage: Fourier-Entwicklung ist Basiswechsel im Funktionenraum 2 §.1a

Zur Erinnerung: Eigenschaften einer Basisin =~
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Herleitung von 'Vollstdndigkeit' (a.8) & (b.8): \L 9.1¢c

Zundchst: Entwickle alte Basisvektoren in neuer Basis:
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C6.2 (Fortsetzung) Fourier-Reihen fiir periodische Funktionen ‘ CG.2j
Sei £: R — ¢ x s £x)  periodisch, mit Periode L: fly vy = £15) 0)
’ (und stiickweise stetig differenzierbar)
Auch fiir diesen Fall gilt die Fourier- l‘o Xot
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Beweis v. (3): identisch zur Herleitung auf Seite C6.2d Lo werden, wegen (1) und (5)
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Anmerkung: Falls f(x) nicht ganz glatt ist, sondern nur stiickweise stetig )C. Lok
differenzierbar ist (d.h. Spriinge hat), gilt (Satz v. Dirichlet):
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An den Unstetigkeitstellen ist der Wert der

Fourier-Reihe gleich dem Mittelwert ] . §
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(k4% Llz Komplex |Ce.7m
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Faustregel:
0x' 6 ~ ! ©) Rdumlich scharfe Pulse ( ()’x klein) haben ein
'Fourier-Gegensitzlichkeit' breites 'Spektrum an Wellenldngen' (6. groB)
(‘Fourier repricosity") k
Heisenbergs Unschadrferelation in der t Yly) L?(P)
Quantenmechanik ist ganz analog: Ox* 6 2 - /A\

(und zu Grunde liegende Mathematik ist auch dort Fourier-Analysis! ) * L4 (Q




Faltung: seien f{(x) = f(x#L) und f](“ =3(x+/_,) periodische Funktionen. ‘CG.ZO

l(°+[,
Def: 'Faltung von f und g': (-F.x 3) f flx-x ‘)4(x) )
oS In’regr'al liber beliebige Periode
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Beweis: via Fourier-Darstellung der Faltung: [Details sind analog zu Seite k, Parseval]
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Fazit: Ableiten in x-Darstellung &=  Multiplikation mit 1k i k-Darstellung




Cosinus- und Sinus-Reihen (optional)

lC(o.23:

Umschreiben d. Fourier-Reihe liefert:
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Cos, Sin-Reihen sind niitzlich, falls f(x) symmetrisch oder antisymmetrisch ist: ‘ Ce.2T
Dann wird Berechnung der Fourier-Komponenten erheblich vereinfacht,
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Beispiel: Periodische Rechtecksfunktion — &)—_\ —1 ‘Cé.ZS

fix) = SBu(x) D= ( falls ¥ >o b x
© fals x =oY () ; L b
, /‘/ Lz o L~
"Vorzeichenfunktion" =1 fdls X <« o - s
fii L oL { { ) o “periodische
ir  —Lh cx<2L) , und (x) = *(xsL) fir beliebige x Fortsetzung" (%)
. - . . (f.5)
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Zusammenfassung C6.2 Fourier-Reihen fiir periodische Funktionen l ECb.b
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Ableitung in Fourier-Darstellung: .f = jaex e e f[‘d = 1k -fh
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