C6 Fourier-Kalkulus Jean Baptiste \ CG.ia

Joseph Fourier
1768-1839

Ziel: geschickte Darstellungen fiir Funktionen
7C:TK — R oder f:R—oC

zu finden, und zwar als Linearkombinationen
von 'Basis-Funktionen' im Funktionenraum.

C6.1 delta-Funktion: unendlich scharf gepeakte Funktion

C6.2 Fourier-Reihen: £ (x°, wotl) = C

Linearkombination /W\

( . A
= — T e tkx NN NN NN
-F(x) L R —— ’fk v. periodischen U UaVaVWaN
Hx) Funktionen -
Fourier-Reihen fiir periodische Funktionen: fF:R - C , fx) = frar)
6.3 Fourier-Integrale: forR—- ¢ fe) = S%% e vl (k)
L9.1 Allgemeine Struktur: \ v - —_ &
Basis fiir Funktionenraum £ = E%q’n fu & U= Z il

Vielfdltige Anwendungen in der Physik: Schwingungen, Wellen, Hydrodynamik, Optik,
Signalverarbeitung, Elektromagnetismus, Quantenmechanik, Feldtheorie, ...

.1 Dirac - & ktion: Hilfsmittel zur Beschreibung scharfer Peaks Cb.1d
6.1 Dirac 3(x) Funktion:  ( g ) l
Sﬂ(\f) ist ein unendlich hoher, infinitesimal scharfer Peak bei X = la
o fi
'Funktionswerte': §. () et { ﬁ.J.r x # &
‘} ] fur X = a (l) X
Gewicht (Normierung): j olx S’JM = | (2) s
. . . .. . . $=0.02 ~
Aufzufassen als Limes einer Folge immer schdrferer Peaks mit Gewicht = 1. N
Beispiel: A
GauB-Peaks: $Ex) = e © /e = 32(5) = § i(x«s) 3)
(£>0) J
Peak-Position: ¥ = 4, peak-Hohe: ~ é— Peak-Breite: ~ &
Se o ) ¢ EJ € =0.02 ||
3(13) = eft ) Sﬂ(fﬁ" alem.) = lzgj(ﬁ) @)
€202
Gewicht: J'lx Sg(x) = | () Symmetrie: Sg(x) = S:(j) @ -05 g 0¥
- 00 ' s
Darstellung der Dirac-delta-Funktion: 83()() = g':;\o 3«3(") = S(K~3) = S,(j) ©)

Beispiel: -
Lorentz-Peaks: ¢ kw _ElT dy _E[m - g
(g£>0) 83(") = 23 (X-yy* + €° ® —.-(-ox gyt + € ®




0
Wird S%(x) fiir sich allein betrachtet, existiert der Limes nicht, denn 32 (x=j\ = EG’_I_C'_

Allerdings ist der Limes wohldefiniert, wenn Sg (x) unter einem (verallgemeinerten)
Integral vorkommt, fiir das die Konvention festgelegt wird, das Integral zu
berechnen, bevor der Limes gebildet wird. Sei £:® — € dann gilt,

jdx Sg(x) Fiy = Ié::o f:" S;(\() £lx) “ |
= b [ar S 41y ?
] '—“ . $(y)
~ f s, 4 S e by
- i >
b.s) =1 '&Lx
= fly “ R

t
Weil 53(*) nur im Bereich §-¢ £ x £ 4*¢ Gewicht hat, kann im Limes £-© unter dem Integral

f(x>  durch f(4) ersetzt werden! [Annahme dabei: beiy st f(x) nhinreichend glatt.]

Beispiel: fdx g(x—j) o = 53 (s)

'delta-Funktion': ICG. 1o

S (\(\ ist eine 'verallgemeinerte Funktion' oder 'Distribution’,
(deftllnierf liber Folgen), d.h. eine Abbildung v. Funktionen auf Zahlen mittels Integration:

g,j iVek‘ror'r‘aum v. Funktionen z—a C, {.' = ro{x 85(,() flix) = ‘F(j) Yyel
FiIeRoe, x> fw 0} ()

offenes Interval

Definierende Eigenschaft: §y(x)
fir alle f(x),und alle 4 & T , gilt:

. ()
() /Idx dy(v) £lx) = fq) sy

Hieraus folgt:
[(3), mit f(x) =1

]
G 1 = flolx Sy () @ =N

'Gewicht' der delta-Funktion = 1

(iii) laut (3) muss delta-Funktion iiberall = © sein,
ausser bei *= Y4
aber laut (4) muss Gewicht =1 sein. Sj(x) = i

Also muss sie 'unendlich scharf gepeakt' sein:




Eigenschaften der delta-Funktion: 8(%—33 = 33 (x) ‘CG. e

(kénnen im Rahmen der 'Distributionstheorie’ (L. Schwartz) sauber bewiesen werden,
unter der Annahme, dass f(x) hinreichend glatt ist)

1. Fiir alle stetigen oder differenzierbaren Funktionen f: L=(ab)> R, x ) qilt:

b Ho)  fals  a < g b !

I:(x Slk-y) £y = TF&)  falls §=0 A k
. (2) A a—
7 f(b) b d ’ A

falls q =
o ansonsten

) o) (Implizite Annahme: (®
2. Konsequenz v. I: o(x~ ';)3 'F[x) = S ~J )'F(g ) es wird iiber x integriert.)
3. Insbesondere S(x) x (i) S(x)-0 = o ®

J== £6) = ‘{-:;;) f(o) .

Aber: Produktbildung mit singuldren Funktionen, insbesondere ? (x) , ist nicht maglichl
4. S(X 3) S(ns ) (eine gerade 'Funktion') s
denn: fdx 8(‘3 —x) F(.X) fdx’ §(x') 'F(ls x ) = 'F(g) ©

CJ_ fdx j/x Stx- y) F(x) @)

5, S(ax) = jq dx fir aeR O \couf
‘- _ C fir a 20
denn: ..{d)‘ §(ax) F(x) = fdx ("' Y) f( ‘) (f:) \“a £(o) )
lal
(1)) z
6. 5(3(1‘)) = i ,ﬁ( )l S(x '3-,) (®) wobei  Y;  die einfachen
(Verallgemeinerung von 5.) Nullstellen von - 4 (%) " sind:
Taylor
'Sﬂ/\ /_/glx) ~ 0 + (x- es) 3(!3‘ fir =4, (%)
i () S(x-v)
A N——_—" X — ( LR U
4 l N 5 5(3(0) -ﬁ- S (& -4 gl4)) = (449! &)
Beispiel fiir 5: denndelta() =©  falls Argument = o
3(x) £rx) ) 'F(ﬂ') 7((5:)
e — —A 2 —— v
jdx S(xtssy-10) . (2x41) = l-;ji zen] = ‘[z (- §)+|] - - % (4
4 = K+3x 0 = (K-2)x+5) hat Nullstellen bei: =2, 3'(3.) = 7

4 = 2x+3 =-s o gl = -




X. e (15T J}\SM |Cerg
A T R PR TR C x

'Heaviside 3
Theta-Funktion'

= ie(x—c&) = S(X-—ﬂ) () ‘1/1}‘1

dx Y X

o falls x 4«3

/
8. Ableitung der delta-Funktion, § (x) wird definiert durch:

Jdx S’(,_%),c(x) = —v(,(g) = - %‘; (3 X
(zu zeigen via partieller Integration) *=3 U\ﬂ
‘C\(!) ¥ X < :’
9. Falls f(x) unstetig ist beiy: [ (x) = £, ¥ oxey (1)

“s(x) ¥ )’)ﬁ

]
(dx S(x—j) fy = i‘:o i‘[j((j—a) :/fg(nw)] (s)

-0

linke und rechte Flanke der delta-Funktion
haben Gewicht von je 1/2

C6.2 Fourier-Reihen \ C6.2a

Ziel: geschickte Darstellungen fiir Funktionen 7C TR — R oder ,C cR—=2C zu
finden, und zwar als Linearkombinationen von ‘'Basis-Funktionen' im Funktionenraum.

n
Zur Erinnerung: jeder Vektorin @€  ist darstellbar als Linearkombination v. Basisvektoren:

n
n - — 2 - wo T -
Cs F = WS U ) v =L 8= S (@ (v) o«
x=1 f AN S =0
?‘&U&} * Basisvektorenv. C" ‘Informationstrdger’ der Darstellung des Vektors &

Analoger Ansatz fiir Funktionen: 'Fourier-Reihe':

FOO = T2 % f o ol - [dx 0 £00)
LR /?k %, b flx %, (0 (o

%1{, (x)} , 'Basis-Funktionen' 'Informationstrdger’ der Darstellung der Funktion §
k * im Funktionenraum [in diesem Zusammenhang ist Index unten iblich]

Wir werden sehen:

%1{»&(‘) =e vy } ist ein Satz v. 'Basis-Funktionen' im Vektorraum aller Funktionen,
mit niitzlichen Eigenschaften, z.B. Orthonormalitat;
insbesondere: Ableitung ldBt sich leicht berechnen !




Sei 'F N (x"l %o +L ) , X £6) 4 eine beliebige, gegebene Funktion © iCG.zh
= Yl¥  'Fourier-Moden’

(2)
. . ; AN thkx ¢
Fourier-Reihen-Ansatz fiir f(x): {:(x) = L 2 e -fh
R % —__'Fourier-Komponenten' )
Summe 2, geht lber alle k-Werte der Form k=20 |, nwe Z (7]
(manchmal wird auch n, statt k, als Index benutzt) =
Eigenschaften der 'Fourier-Moden':
1. Periodizitit beziiglich I: e v % = e ALY )
denn: c'kL = ei ’:;—wk = ei‘""' = (e,"m )"l (65'=2b’2) T (6)
[Die Gewdhrleistung dieser Periodizitdt ist . . vem (€52b2) | @
der Grund fiir die Wahl von k in (4).] [2ur Erinnerung: ) 1
Lx (Euler)
Innerhalb von I oszilliert e = enkx + 1 sinkx a
& e >
mit ‘Wellenldnge' A, = E& @ ’—;l- @ > w
A= | e L/ [C(bk : (‘."L
- ky K ZE skx xR
denn: ebk()“-'xk) - e"kx e"k K =e 9 fir k= 2 /)
2. Orthonormalitdt (beziiglich Integration iiber I): Yotl Cb6.2¢
— fdx = Ja(x () —
e, W) = Jdn o Yl S
Lol L ‘{ =k Yo+ L
s . Y ¥, — =
- de e_:kxe;ﬁx = _Io{Le idzl—k)x J .!‘dx < L
X = °
Xe Xe K e K-k ) x "’*’(1.5) = L 3¢
(2) " =
(K-R) |, ®
So\x e,m( = = e” (D i (k&)X . '
o explizit *_ ¢ ¢ [ i(k-k)L - [] =0
('~ kY
(ko) =
3. Vollstindigkeit: 2 e s G0y fir xe(-LLy, k=Za, meZ @
R / J L_
Begriindung: 1
X =0 : glle Phasenfaktoren :—{ Ll.% [ = o0 (s)
% # ©: Phasenfaktoren liegen 'quasi-zufillig-verteilt' l . ° :,
auf Einheitskreis, somit lieft unendliche Summe ZZ e_‘k" = 0 ®) E ‘
R
Ll e th ik B R
Gewicht: [dx T Ze' = T3 [4 e = ® .
n=0,....5 X/L = 3
L % 7 X 0.....500 x/L=(24+3)/

mutiges Vertauschen

(3\ LJ (Sko




Rezept zur Berechnung v. Fourier-Komponenten fiir gegebene Funktion f(x) |C6.zd

- CONS . . -
<4)R"F> = {dx e ‘Q-x _H*) — z f Lk-x e—-ck.x _ 'Fh, W
X ,_/7 R' ‘ ,
kilhnes Vertauschen v. Integral und Summe  (c.2) [ § Kk

r ¢.) -ckx (2)
Fazit: 'Fh. ( f"‘ e 'F(*) 'Fourier-Transformation'
{:(K) ®3 ‘Z Zk; e thx fk 'Fourier-Riicktransformation' (29
”n <X (__
Konsistenzcheck: ist (2) fiir ¥r  konsistent mit (2') fiir 4 (») °? . 3 ¢ L:,L) |
X'o x 3 X,-t-'L
kiihnes Vertauschen v. Im‘egral und Summe .',k{g-x)
e kg Tk v ©
tp= TZe " {ax LyeMe Foe) = [dx Slg=x) 40 = fly) C:)
I
fgx R L) (cy = S(ﬁ_y)
Falls f Il ist, gilt: _ CRLE
a_S_(X) reet e g ) tikx =<7 (5 f )
£ = £0x) ) fe = fdx e F) = 4l

Beispiel 2: 3 | £(«) Co.re

- L e

ﬁ(x\ = % * v e (O, l) {'L= l] () 0 Yo lix
l-¥ ¢ xe (\/7.,\) N

Fourier-Komponenten:
i . ] { y
& (d2) -, © X % ( 2 “
fomo= " (dx C20 A0 = [ty (=0) + [ dei-xy = [-42] a[x-30) =0 @
o = ° , o °
Spalte Integral in zwei Teile, da Definition von f(x) eine Fallunterscheidung beinhaltet.

\ .
__[h.x _(k"‘

r ; - ik-x
’Fk.*o = o{x e’ x( x) + !dxe (1-xy = fd"é Cx) + dre V()
12 ° u' i Y2
veow | P —partielle Integration \'L
-y : w ey, !
= e - | - dx (e—ch'*). - i e
=6 (c3)wmithFo
=0 =
K e —-(.k/z,
| -k I P ke 2 o
-k e (-1') — ol * ik l€ - e = T R




. ®.9 e4) |
Fiir k_ = Zn!ﬂ-/L y n e Z , = | , 9”1,: © Cél‘f
. . (€5.2b.3) N £s) n
_ik —ilzmnl, _ [, ¢m\" " (sl (1)
R O B I T
(2) eingesetzt in Fourier-Reihe:
.2 \ ikx & k= 2w L(ZEV()X (_()n 6)
“?(‘6) = Zz € ‘Fn = Z :
k n¥o barwn (5.9 (
_ T (§2) Wellenldnge: A==
[ w ne n=-wm 00 j -r -
=2 Y L jarmx —taTmy] - =0 g
2T g g = b E e st

©.s) STV\(ZE“\X)

Beschrdnkung der Summe auf N

Terme liefert Ndherung fiir f(x); 0.6 'Uberschwinger',
je mehr Terme, je genauer: 04/  etwa 10% des Signals
Fir w =, werden Details 02/
auf der Skala d. kleinsten : T
R T 02
Wellenldnge, L2 X
cb-(’) L [ — -y
_ = = (5 —04r
reproduziert. N 06!

Periodische delta-Funktion

{ ;kg(c'*)
Vollstandigkeit: 2 e"*" = §(x) fir xe (-L L) ©

Kontrollierte Berechnung der Summe mittels
'Konvergenzfaktor': definiere (fir =z — o*)

| tRx skl

o = TZe ¢ N
R
-€ 4/l

Hausai‘gabe (:/L)(\ - gt ) ®

Lsetwelt 5 SEIL o ma)
B . Si—»o

Taylor

~

Fir W/L 4< 1, %/ <<\ aber x/z beliebigw & (x)

(b.5)
S L) = §%(x)

Ferner: periodisch, mit Periode

Folglich gilt fiir £=0:

periodische delta-Funktion: we R

\Cb.zj

2w[fa. € =00/

"¢ =0.02
&s o-or J

- J

—1.1

\ '}
r%e e P S(’hu«L)

.0 05 1.0

Hausaufgabe X~ 4+ ™

X/L
Lorentz-Darstellung der
delta-Funktion, (C6.1b.9)!
E/m_ E=2° g (s)
war=2 =t 0o 12
L
@

—2L -L 0 L 2L




Parseval-Identitdt:  Seien ﬁ[x), j(x) zwei Funktionenv. L = (X %,+L)— € 0 L_C!olﬁ,
(.53) X U)‘S) | .k)‘ ~
mit Fourier-Reihen: flx) = LZ e‘kx fo 300 = ‘[Z_c T
Re zx
az
: ¥)a(x) = - |~ ,
ann gi Ix g : L4 T . 5k

(kiihnes Vertauschen - L ¢ (- k ¢ k‘\ - X (
von Integral und Summel) Z % L'% R ,L”(x e R 0
_ €y LSk
[, is I )
J&x ey j(#) - 12 % Parseval-Identitdt
I k
z L r Rt
Speziell: jd.s( lfl = T % | £e) ©
X

Anmerkung: beide Seiten kann man als Skalarprodukt auf geeignet definierten Vektor-
Rdumen interpretieren. Dann folgt aus (6), dass die Fouriertransformation eine eins-zu-eins-
Abbildung ist, "Winkel und Ldngen (d.h. Metrik) erhdlt’, somit eine 'Isometrie’ ist.

Anmerkung zu Notationskonventionen |ce2i
Warnung: es gibt in der Literatur viele unterschiedliche Konventionenl!
. L .
bk)( & ~ -lk’
Hier benutzte Konvention:  {(y) = t 2 e & ) J‘k = de e £ )
R °
Der L-abhdngige kx B - L by .
Vorfaktor kann anders ()= 2 & f F oS e ™ fy =41 @
= 3 o’ L'k
gewdhlt werden; z.B.: ICk ’ * ° -
z ~ L
Lk)( =~ -lk)" LF
Oder auch: fix) = % € & , T, = = odx e fod =4, @
Auch das Vorzeichen .
im Exponenten kann —ikx ¥ 3 +ibx o
anders gewdhlt werden: £lx) = 'I %’ ¢ 'Flz ) Tp_ = od ¢ & f-e w)
In Physik-Anwendungen, wo Funktion von der Zeit abhdngt, wird die Fourier-Transformation
von Zeit-Darstellung zu Frequenz-Darstellung meist wie folgt definiert:
Fir £ tet) > € = FB) 9= Za , we @
anderes Vorzeichen als bei xk-Darstellung (1) !
Fourier-Reihen- —tw b ¥ J or;& *ew *'_[.‘(L—) (k)
‘ )
Ansatz: fit) = < % € ’C'\ ) €)




Zusammenfassung Cé.1 delta-Funktion - I Z C6.
Definierende Eigenschaft: fdx S{x—ﬁ) .F(g) = f{\.]) 1y

53(x) = S(X—‘:D ist ein unendlich hoher, unendlich scharfer Peak bei x = J : [(

Werte: S(x_p w_n { 0 ﬁf" x # Al _ -
" e fiir x = § ‘%e(x—ﬂ)
Normierung: jo‘x sfx—tj) = |
Beliebte Darstellungen:  GauB-Peak: M) = {:o = €
Lorentz-Peak: $lx) = Li‘lo_;-%{_r_é
Exp.-Peak: Sy = \;:“ <z -Il/e

Wichtige Eigenschaften:

g(j(n) = 2 M wobei Y, dieeinfachen

9 = — S
(ar) las l‘)/ @ o gl Nullstellenvon q(») sind.

Row = 500, ® [l Sy fo) = -y

Zusammenfassung C6.2 Fourier-Reihen ] Z(Cb.2qg
-F : IC\K — C , X — -f—\(x) ) 1= (%., ¥otLs) ()
Fourier-Reihen- ‘ F ‘Fourier-Moden’
Ansatz fir f(x): .g:( x) = E Z. e tRX ’c‘:(\' 'Fourier-Komponenten' (2
'Fourier-Riicktransformation’ ke % Z
~ _, k
'Fourier-Transformation': 'Fk = fd\ﬁ e TE ’C(X) @)
X

Eigenschaften der 'Fourier-Moden':

Periodizitdt: llenlinge: A, = 2@ _ L vl Geer) iR
eriodizitd Wellenldnge R 2= 3 e = e &)
-1
Orthonormalitdt: jofx e e~ #)x = L Sy )
I
Vollstdndigkeit: ',(: 2 et ko« = Z S(x + mbl) periodische ©
ke 2T Z we Z delta-Funktion
w
P ATAN
Parseval-Identitdt: jd& “:('{5\ = LR e ®
X




