C5.4 Taylor-Entwicklung zur Losung von Gleichungen \C S.ha

w u . .
Im Folgenden: X dimensionslos (ansonstensind X und ¥  nicht vergleichbar) Q1)
(€5.1d7)

b (v “n
{:(Y) = Z 'F {°) X"+ Z C b hur Potenzen mit n> N
=06 = N4 ﬂ( Q
‘__W_____, —_— N+ NviT
= £l = Ry (0 = 7Cx v Gx Thes ©
Formel (€5.3a.3) sagt: wie schnell verschwindet Rest fiir festes % wenn N - ()
Bei 'asymptotischer Entwicklung' ist die Fragestellung anders herum:
4
Wie schnell verschwindet der Rest fiir festesN] wenn X —> © . @
(42 N#) X =0
Rure ) = Ci X + C, X't = C + Coax+-- 5 Cy ()
XN+ )(J,,.. kh’f—: konstant
(5) impliziert folgendes 'asymptotische Verhalten' fiirk —>0 ° U

Nt

!
p\m—( verschwindet mindestens so schnell wie ¥ Rm.(")

! . Ner ),
Man sagt: R“H ist von Ordnung ¥ fir x—0:

UV x

Ublichg 2 Ve ‘Landau groB-O Symbol'
Notation: w0 = OGFT) (Edmund Landau, 1877-1938)

Man sagt: fo = 9('300) fir v= Y fqlls %‘ £ consl. fiir vy ¥o () CS4k
5

"f(x) ist von Ordnung g(x)’ [ X¥o= o0 auch méglich]

In der Praxis: der friiheste vernachldssigte Term bestimmt Ordnung des Rests:

sin X(cs.:u.u;)( _ ;x; N _g'_xy_ ‘!Y?J_ _:7/ xq . o
= x + BOx?) @)
= X-;x; F 8(x%) @)
= X-3 x; r _;_x;-+ &(x?) )

l4x = |+ L "18—"1"",%!‘3'"-- o
= 1k G 9
= 14 Ix L Ol o

= i+ Yy -t e o3 (9




Verkettete Reihenentwicklungen ! Cs.4c

Entwicklung von tan(x) um x = O, bis inklusive 3. Ordnung:

"
Losungsweg 1: Taylor-Reihe (etwas miihsam): berechne {‘kvlllﬂ , Fan (x) , ' le) 0
Losungsweg 2: benutze bekannte Reihenentwicklungen von sinlk), (5 b, TL? o

Nebenrechnung:

b Sim X (c51n11>x—§'>< Lo,

—
=

e x (c51~|11)l *z'x ¢ O®)
\_————v———__)
=y = O(x*)

Mit welcher Genauigkeit sollte
Nenner entwickelt werden?

Nur inklusive  Q(t) = O¢4)  ®
b

N c d e £ .
[X——txgl-&(xrjl[\ .\-Gi xl{-@(x“))] (&7 Ty = (.\-3«- 9(31) )

v 3 eO(xY)
©)

a-d ;a.le b(-d a-P+las-_e+c-J bf & ce c.-{"( 9
Lt ?
(in der Praxis ist es unnotig, diese Terme hinzuschreiben)
-\'m.y = X 4 ‘;; x: 4 (9(,{;) Wichtig: beachte das konsistente
Abzdhlen der Ordnungen! @
Reihenentwicklung einer Umkehrfunktion |c 5.4d
Sei: X—’-'H.u,J () Umkehrfunktion: ‘3 = mﬁux @
§ = arhe
|/ H o
% /‘ T, ¥ Y
] 5 — _ . ~-(T/1
Aufgabe: Bestimme ourchaan (x) ='3(v) fir x - o ,bis (O(x*) inklusivel ()
(2) 3
Reihenansatz: '3()() = 3(0) + n“)(o))( F zL!‘J(o) X% & 3{,3(‘)(0)\: v 0 )
Yot 4 L ERE XN o) i = ] @
Achtung Indexkonvention:
. - w - = - Oben: Potenz (nicht Index!)
Antisymmetrie -‘-a_ ( ']) g’ Unten: Koeffezientenindex )
3(—)() = G/d"wx(-?‘) = - MF‘“"-(J() = "3()’) (3)

Alle geraden Koeffizienten verschwinden: Yn =0 (3)




d.5,8) cshe
Somit vereinfacht sich der Ansatz zu: ‘J (= '3,)(' t oy ‘hst"’ + &lxg) [_#T)

Setze diese Ansatz ein in Ausgangsgleichung (c.1):

(d.1) (c-9)
Y =l +M'3 =q13 + "3'33 + 8(‘:),) Q@)

3
2 Lpxe g O & fpx edpat s T OK) W)

ﬁ?(} £ OK*)

p—

"

LA X3(3'753+3_1?_) + O) - )
Zo

Linke und rechte Seite miissen in jeder Ordnung von x iibereinstimmenl!

‘Koeffizientenvergleich': (9{\‘3'- j« = | (5)
3). - 3
013): ge-ildg = ©
(d-’) (|IS-I‘>
Lé‘jsungz O-F\'j'a/w Y = 5 = [-X “é )(3 + D (Xs) (—*)
Iteratives Losen einer Gleichung mittels Reihenentwicklung |¢s.4f
-1 Py
Betrachte: o = ¢ t]IX) - ¥ - ‘Jl") mit DL X &< | ()

Finde 3(;:) als Funktionv. X  bis Ordnung O(xz) inklusive, d.h. bestimme die

Koeffizienten der ersten drei Terme in der Taylor-Entwicklung:

— o
U(K) = 3, Fooy x o éT 37_ <t () Ya= f](r))x=° (2
Strategie: t "
schreibe (1) als o= F( 3(,)1 x) = F ( ;O}T! o x4 0(%), ») ®
entwickle F in e g o m O
Potenzen von x, = :Z;, Wb X T (x) (@
Anmerkung: Ev\ = %x" F ('3()(),)() = F(3, N LT ARIN ) (s)
X=o0

(4) muss gelten fiir alle 04X << | hdngt i.A. von allen Kién ab und ist linear in v ©

Setze also alle Koeff.

leich Null, = = ose i i
9 = F, = F =F, undléseiterativnach ¥, 4, , 4= @)

(] 2




. £. -
Konkret: o & 087 - 4 = F('ﬁ(x),x) () ](‘.5.:,,3
Oless * 0= 370 7 s Rl = @Rt
;;(,) : o = Lf\.e"j-\ - - L 'j- I ,3l:) = %\;E((‘s(,‘)m) (3)
A -, - 45 - e
SO e = e o sty e
- C) =1 ‘ W _y =
Gips o gt - g s stz

42 — (S, W 07.47' Ly PR NI,
L) =£(3): o = [1 4—'1 l3 ]6’3 o+ ji’i‘& 2(3 ) 2 Y 4 -;{;_zF(“lr\_x) ©)

dx?

2 o L =3, =, A s
:‘;th(r) . o = [514(3‘\1“ tu o (y) "l Yo 7 z_,&(j,,tj,-sz) @)

; (2)
D5y Qo= Y= 2 = Jark ta -z e = 5z’°)=_=i17_=-/0 ®

(F.2
Endergebnis:  Y() = \ + Z.x + F3(-19x" r @) = 1rex -5 £ OY) )

C5.5 Hoher-dimensionale Taylor-Reihen ‘Cs.sa
(€5.1d.7) & "
@7 fo ={(qea) = Z 3 @ L2 O . 3ged
t=e - n-fache Ableitung K
~
i/ /5
M - -~
sei f: K" —= R, ¥ — ) w
vz Indizes, keine Potenzenl!
(x‘ Lo Xw) 3
Verallgemeinerung v. (€5.1d.7): J —~ t
[vorausgesetzt, dass alle Ableitungen existieren und Reihe konvergiert ] '
- = L a2 " _r(.\
-r{3+a. = Z nl (OL 'V) UJ) (3
N=op
mo Y partielle Ableitung, 3; = %_1, = Dgz, ()
wobei o7 = Z & 3’ R — - .
2=t wirkt per Def. nur auf '“5) ,nichtauf a = (x '-3)
—_ =\A - s H l': 1 1
- - v o ¥ . .
(a9 = ?-”'i e . BJ" bﬂ"‘ (%)
1=t ) /‘\’\ /‘ﬂ

alle Ableitungen nach Komponenten von E wirken nur auf £ ()




Speziell in K- X = (x', x>y :,,]‘= (3',37-) , %=y =(a .a") ICS.S.{:
Fyeol , yheod )(°“‘£z b (a2 e 023,105

ti( ol
d[é(a')zbf bt ard e (e LR 06

Satz v. Schwarz

9, )", + ot 2)Ff) +0@r)?)

Beispiel 1: Coulomb-Potential ‘Pt(-’;) =1 j’_ p Xt O @
(in C6S-Einheiten) < |%l 1
[No‘ra'rionswechsel: ersetzte in (€5.5a.3) 6 durch X . ] .03
147
(& .3) : -2
by . L LI
gy = rqlie @0 06T 8 i ®
©) [ iz
= + — - a-x \2
cqlim - EE e olwdy ] .
dabei benutzten wir folgende Identitdat (fiir (3,4) brauchen wir m=1):
’a < B . . ~% Kettenregel # zxjxj ,w% 2 i = _m_"_t
¥t I-_){\'M’- Xl(_z XJX\‘) x = - 2 ( ) X I’-(a\lM-H. ®)
J

Beispiel 2: Potential eines Dipols

'Dipol’ = zwei entgegengesetzte Ladungen nahe beieinander,

z.B. +q bei ®  und -q bei -

‘Dipolmoment": d = 0[/ 20 (»
> =
Was ist das Potential eines Dipols im Limes (¥l » Ia[ 2 .
. Aquipotentiallinien
'Punktdipol’ ()

(5 ¥ ;' (2 d- %
= q’ @/ l""3 1&/ 3 t 0(@ )) - ‘;‘3 (3)

Elektrisches Feld eines Dipols fir %[ > la!

pR) = @li-3) &+ f(Fd)

)

_ 3 (4,5) 1 (‘d'-);) 3 Feldrichtung steht
E:--Vt?D = - [7 —3—T§—- senkrecht zu
© Ix| %} N Aquipotentiallinien

o (b.5) ~M=3\\') e

% =B = -3%/Ix15




V3.3 Extrema unter Nebenbedingungen le Ba

Problemstellung: gegeben {: i< an — K , 3: uc r" >R

suche Extremavon  L(%)

unter der Nebenbedingung 9[5> = © . « 8 Fi
p i

Be|s Iel 1: -F(xl‘]) = 10 +-§_x _3 (z) WSTL//
r

Nebenbedingung: :)(x‘lﬂ) = lerlal-.q =0 (3 k
K

[besagt: (x.y) liegt auf Kreis mit Radius 2]

Losungstrategie A: Auflosung der Nebenbedingung

(3)

1(,) = ¥ [u-x*  undeinsetzenin f:

z,¥

Suche nun Extremavon  +(¥) £ -F(x, ‘360) = w+ix 7 Jy- ot (s)
( _ »
: . T T
o= )xnf(x) =+ t T (©) Losungen: (X,'j) = é:,(:(,‘_-z} €))

Losungstrategie A ist oft unpraktisch: Auflosen der Nebenbedingung von Hand ist hdufig nicht
moglich; oder, falls mehrere Losungen existieren, wird es aufwendig...

Losungstrategie B: Lagrange-Multiplikator

Geometrische Betrachtung:

Wie findet man Extremum von f(x,y) falls es keine &
Nebenbedingung gibt? Laufe in Richtung der maximalen
Steigung, d.h. von 7+ , bis ein Punkt erreicht wird wo ‘SE

vf =0 )

Wie findet man Extremum von f(x,y) falls eine
Nebenbedingung vorhanden ist? Wie oben, aber mit der
Einschrdnkung, dass nur ‘entlang’ oder ‘parallel zu' der
(g=0)-Linie gelaufen wird, d.h. senkrecht zu V4
d.h.in RiChTUHg -6J.'F , wobei

W=k e T o W

R

= K Gf
- Vg
die Zerlegungvon G{  in Komponenten ). und || zu 33 ist.

Ein Extremum v. f, unter der Nebenbedingung g=0, ist erreicht wenn ﬁﬁ: =0 . (3)

Dann kann sich f nicht mehr dndern, ohne die Nebenbedingung zu verletzen.

R R - —
An diesem Punkt gilt somit v = Vl(‘c = i Vg = (4)




\ V3.ae

Formale Formulierung: ‘Lagrange-Multiplikator'
Q]

F(z ;1) = F(r)r; A 40)

[Vorzeichen: reine Konvention, + ware ebenso maglich.]

Bilde die Hilfsfunktion

Extremalbedingungen (notwendige Bedingungen fiir Extremum v. f mit g = O):
(

(V) v F ( % 1) =3 () dquivalent zu (b.6): v () = \3 3(?)
(
e ’D - . .. . . - —_
(ii) Y Fl(x;1) =o 3) dquivalent zu (a.1): 3<x) =0
(@ L@y
Nochmal Beispiel 1, mit Losungstrategie B: f(3x) =104 £x- v j(x) = X "‘7 ~ 4

F[;’I’,\) = jof ¥ —-j -2 (x*+ ‘31‘4‘) ()

I
FF =% -20x so O |Eiminiere A 26)+(6)=0 = x=-%y
l - -~ ! H : E: [ = — R 8 i
aqli = | - ZJ‘J ('_:.)O ((9) (8)"\(7) q:] & = 'J— -—f§~, (q)
' 2 ()
= 4
% F = —(x14— 31-1.,) = o ) Beachte: es ist nicht nétig, }\ <
‘ ) explizit zu bestimmen!
Beispiel 2: Was ist maximales Volumen eines Zylinders gegebener Oberfldiche A? \\[ 334
= Vol : z
oHmen nrhk =Vo= gk 0
ﬁ Oberfldche A = fest: D = (zn'rz t ZTH’/L)~ A = j(r{ﬁ) (¥
Decke + Boden Mantel 1:’
Nebenbedingung
AN g0, 4

Bilde Hilfsfunktion:
(3)

F(wr,ﬁ.j 1) (C.:l) ;rj’TL. - ;\(Zn'r'ﬂ- znr{—ﬂ)

Extremalbedingungen:
(. (
’;ZE= nf_dams =o0 = =" ®
.3 !
2F (=)2n-r{—-’)~(u1rr¢zn'() =0 (s)
rhe
. [
(4)5(5) 21[-6'{— (zrrr+- u:'ﬂ,'r)co = &.= 2 A
! (6) 2 R,
gf = (v zack-A)=0 =S @iT=A4 > 4’=,l;’1} =2 ®)
G,# 3.
Maximales Volumen: \ = 27 4‘3 (:) 2T (%) ‘ ®




Extremalproblem mit mehreren Randbedingungen ‘ V3.3e

Allgemeine Formulierung: Finde Extrema von f.-Uc - R ®

" .
mit K. Nebenbedingungen 3.}(?):0 , wobei S'L :UcR >R, 6 =4 k.

Anzahl Nebenbedingungen —‘5

Losungstrategie: Fiihre K Lagrange-Multiplikatoren ein, 3\0 , v o=, -k
R
und bilde die Hilfsfunktion F7, %, ) = $00 = Z K g @)
=
Extremalbedingungen vTEG ke )‘k.> = 3 (3
fiir Kandidaten fiir Extrema: B
D F(F, k) =0 Fau=lok )
s
Anwendung aus d. Statistischen Physik: Entropiemaximierung \ V3t
Ein Quantensystem mit N maglichen Zustanden, =l N,
N
befinde sich mit Wahrscheinlichkeit Py inZustand z, , wobei Z P(I = | (V)
" L=t
Die 'Entropie’ des Systems ist: S(P«, oy ?n) = - Z P: Ha P; (2)

Aufgabe 1: bestimme die Wahrscheinlichkeiten ®, . firdie S maximal ist!

S Nebenbedingung
/_—.-/\__—«——\
(e) N N

Bilde Hilfsfunktion: g/(fn,--.,?.‘j A1) = - %__"P; /&LF‘ -l Z‘-. P - 1
% = Cor, o) TR P+ Th

Losung:

(3
f(2) 4%
Extremalbedingungen:

-

2 e fup -1-1 = 's sind gleich:
QPJ ﬁl © = allep's sind gleich: P = Py =P, ()

1T : 1 -
R S T P

Fazit: Entropie ist maximal falls alle Wahrscheinlichkeiten p; gleich sind.




Aufgabe 2: Weitere Nebenbedingung: vorgegebene Energie V3.3

Sei E; dieEnergie des Quantensystems im Zustand

N

Der Mittelwert der Energie ist dann: E = 2. E; Pe o
v=)

Fiir gegebenes E, bestimme die Wahrscheinlichkeiten, ~ p; fiir die S maximal ist!

Losung:

Bilde Hilfsfunktion: S Nebenbedingungl  Nebenbedingung 2

" ——— ——
(e.2) N N N

g/(f’""'/?“}}'f‘\’) =7 ;{,Pa’e’bf’i - 7|(;:|Pz S M Ecpe -g) @

V=)

Extremalbedingungen:

27, .
J J
v |
27 = . !
5’;"'5 - ;Z;_'P‘ ( = 0O (‘d
N
2 |
9?\7_5 = ;Z=: EL?{ -E =0 )
(9.3) liefert: An l’\‘ = ~(1+ "\b - }"E& Q) \\13.3&
I’\\ = e - () e - 1,_:;\.‘ i hdangt exponentiell ab von E‘-l
=2 =z~ Sl &
‘Boltzmann-Faktor'
.. |
Definiere: 7, = ka T T = "Temperatur’, Pe = 'Boltzmann-Konstante'
N N
(2) S = ey
(g.4) liefert: | = L.Z__' Pc = Z=| Ze ! @
N —
- B kT
3 ke ()
'Zustandsumme': 2 = %__ ' €
N N c-/i -
(9.5) liefert: E = Z E,_'(); =z Z E‘: e” \\/LB( )
= ¢=C
Gl. (B) legt die Variable T so fest, dass mittlere Energie den gewiinschten Wert E hat.
V)
Die Zustandsumme Z in Gl. (4) ist dann ein Normierungsfaktor, so dass Z e, =1

i=1

— B frgT

\
Die Form .= ze heisst 'Boltzmann-Verteilung'.




Zusammenfassung: €5.4 Taylor-Entwicklung zur Lésung v. Gleichungen ‘ Z2CS.4,5

Losedie6l. o = F( 3(,)' x ) mittels einer Reihenentwicklung

L.

. ()
fiir die gesuchte Funktion lJ(x) =Z W 10 x" , mit ‘J“ = ﬂtx))x_

w=o

o = F(g=° o I X' x) = EOFV.('J,I_..,J.‘) x  mit ﬁ! r"‘(Tl“':‘]") = %:uF (jlx),x)\
¥=o0

lgse die Gleichungen %, = o iterativhach Ye, Y Yo s on-

Zusammenfassung: €5.5 Hoherdimensionale Taylor-Reihen

wA - —
Gz T F a e B

il . i-=| v, "K ﬂl, .o aln
h=z:  Hylva!, yeo?) = ’c(fp t (a0 + 00, )7[‘(5)
[;m‘)f Faledd, e k(@ 1F +06)

Zusammenfassung: V3.3 Extrema mit Nebenbedingungen: Laqranqe—MuITiplikafor'en\ ZV3.3

Finde Extremavon +: W < K- R

" .
mit K Nebenbedingungen 3,1'(;):0 , wobei 9. - Uck ->W\/ R Rk,
v

Losungstrategie: Fiihre Lagrange-Multiplikatoren ein, Q\L R )

und bilde Hilfsfunktion: F(x 4,2 ) = {3 - Z }‘Lﬂi(?)

b=

Extremalbedingungen: VR, k) = o

N
STRTC T W S S A




