L7.4 Homogenes System v. linearen DG 1. Ordnung \ CtF.uf
Anwendung: Geddmpfter harmonischer Oszillator
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Eine Masse m, gekoppelt an zwei identische Federn, bewege sich in einer Dimension,
in einer Fliissigkeit (Ddmpfung). In Gleichgewichtslage sind beide Federn gleich lang.
Auslenkung relativ zur Gleichgewichtslage: x(¢)
Geschwindigkeit: )'([{) = Ult) So Q)
2
Newton's 2. Gesetz: vl = alt) = :—,‘F(é) = =S xt) - 2 \AUR) (2)
Riickstellkraft Reibungskraft
\
Dimensionen: [SU] = Ze [\ = Tori ®
Bedeutung: SL = Oszillatorfrequenz ¥ = Ddmpfungsrate > o («)
Definierende Gleichung fiir geddmpften harmonischen Oszillator (HO):
. TS ¢ (A
(1) in (2): X +2yx + fl'x =o ©)
Geddmpfter HO als lineares System von zwei DG 1. Ordnung ‘ C?. ug
L Q [ = z (3)
@4f2y U = -zyv - SUx & L VA
PR (e
Matrix/Vekfornotation: X = A-x @'
[Notationswechsel: ¥ statt £ ]
(" @ /o
< N = (¥ |
mit x = (;1) - (‘U‘) / Q = (_&1 __?_x')’ )
(tfd «) At — X;
Exponentialansatz: X (%) Z el ¢ . 'ui = { \I) (s)
d v.
d
Lo(edd 4 L :
Eigenwertproblem: A. U\\ = ,(\S i j= 1,2 (3]
Charakteristisches Polynom:
(mjz) I (L?a;) @ l 2
Pay = deb(A -14) = [ X 1] = Vegqdr @




" Zwischenbemerkung: l Cruef

(49.7) folgt auch direkt, wenn ein exp-Ansatz fiir x(t), x(4) = Xo e It ()

eingesetzt wird in die homogene Bewegungsgl. (4f.5):

2 A '3 )f) (q‘F..S')
:(—t,_(xoe]i-) r Z*G‘d—t(xoe ;H:) +<R(>(ae = © ()
at
(;\7'4-2‘@) G ) xee = o @
_——
= P() = o
Aber bei so einem Zugang ist zugrundeliegende Struktur des Eigenwertproblems nicht ersichtlich.

(L75-3) . . | 3
Eigenwerte = Nullstellen: (A [ﬁ‘s) = )S + 2§ }& P U=, =
Losungen von (6): 3‘:‘. = {%'% = =Y + h‘ - JL" )
2
Qualitatives Verhalten der Losung hdngt vom Verhdltnis K/Sl ab: k C# 4.
frei N x4
Y=o 'fre S <
(@ \‘ ungeddmpft': ’)t ¢ / " ;
x @
(b): ¥ <3l ‘unterddmpft’: ) £ ==Y +3 JJLL- = @) _lvﬁvavavb
- — t
= Sr
'kritische x(t)
©: =5 bampfung': A= - Y ) S~ Jc
x(t)

(d): y55) iiberdampft': }4___ =-Y* W ) !\ t

- ¥t ®)

Reibung fihrt ® zuexponentiellem Zerfall der Amplitude: ~e

zu einer Reduktion der Winkelfrequenz .ﬂ, (©

unterddmpft: o
nach Slr = W welche verschwindet fiir Y =3l ®

iberddmpft: 0 zu volligen Abwesendheit von Schwingungen! (8)




(b) Unterddampfter Fall: §< d: (anderen Flle: Ubungen!) C3. 4

’kt =(4i'—2)\6* + ,,'Slr mit ‘'reduzierter Frequenz' &r = LQ:L— Kl (4 31) (1)

(L7i.1), (€C7.4d.3)

Dazugeharigen EV - - @)
erfiillen: (H - ’1\4_.-1[) v, = o

-—

L ) - ) >

Losung v. (3) [Xt] 1 I \ m ICheCk: (_. ',\4_),, +(-de =0 vl
z.B. v, T (4)in (3): . (49.7)
: )+ ("SL)'I-—(’LY‘ '\"’Ai)]t = o0

Allgemeine (49.5) ( ¢ [ ,',\_{ .
homogene Lésung: x(H) = cJa}ﬁ Yoy C_[) }e = [" (0)= (ﬂﬂ) @
+ - X2 () vit)
v
Anmerkung: Die Struktur )‘(' ) = X ¢) dh. (4q.0)
der EV gewdhrleistet, dass . (49.1) L 9..'” v
- g ) Z vy v © ist erfiillt
Komplexe Losungen als Hilfsmittel zur Konstruktion reeller Lésungen \C-"*- -k
(49.4)
Betrachte zundchst nur Ortskomponente: X = x' [’k N (4i.2x6( N Sl%
L= - b
AR (4i.4) +. 3t -t
(411) in (4].4) c) = (e, e¥ oV ety 0
Damit X(f\ reell ist, brauchen wir komplexe(!) Amplituden: Ce = Ic(et‘.w By
Dann 1) £2)

X ("3) = (el i e i(&({—+¢>+ e~ ‘.(Jlrtﬂf)l e M" (2) e = l,_(e‘-ﬂq- e—;n)

o T (Rt re) o O
- e () ey ) — (et )] =
. ettt (o o Slets b s SLed] ®
mit @ = 2\ WY = cac. b= 2l Ay = 2(ce~ ) O]
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sy 5w = e”ﬂgua(&r{)[l:,ﬂr— ax‘)s« PR

Anpassen der Konstanten mittels Anfangsbedingung:

Xo
Y%

zB.: X (0) (4k.6) a a = Xo
= ( " ( = @)
vl)) @y | kI-aY b = (Vs +xo¥)50,

Skizze fir vV,=0 .

x (4)
e et

&W
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7\\ O~ >

s\ XS NS S
Per;rdfe: /Sy - Ddmpfungszeit
/./
Amplitude ﬂQ zerfillt nach Zeit /x auf )
x()
Die anderen Fdlle (qualitativ und in aller Kiirze) \C?- Y
(a) Keine Dampfung: X‘ =0 ,} = =2 = e e ()
(2

reine x(¢) = A m(ﬂ* £¢) ®

i illationen:
X () ‘_\ m m 4 Oszillationen: vlt) = = SLA e DLEry) ()
v (L) ‘\)(/ (SN

g\ nur eine Losung! ¢ () e ¥
¢) Kritisch gedampft: = : ' l = — Y Findeandere mittels =
o ’ i XL & }7— 'Variation der Konstanten

(siehe S. C7.3f)

x( Mhdl’r i.A. linearen Anteil M) = (xe v i—)e_'x{' ()
V(Q)V % U“’) = (U-l‘ f(an‘\ﬂ{))e—Y* ()

(d) Uberddmpft: X\ 5 S : 3\. 1 ==Yt 6\1 _ JLL - ':é* <o ()
’f\‘b ""‘“;—_’ -
X () ——\ "-'—'\Pi’,
Ne—— ¢ =X 44 3
vie gar keine Oszillationen: e = e,-tt-]: ®




Inhomogene lineare DG 1. Ordnung [Notationswechsel: & statt & ] \C?.un

Inhomogene lineare DG 1. Ordnung hat folgende allgemeine Form:

S = AW) R + t(é) £~ - 'Inhomogenitit’ ()
Satz: Losung v. (1)
kann geschrieben werden als Summe @) = xptt) + 2? 1) ()
der allgemeinen homogenen Lasung -;7 &y = Al). ;'ﬂ,(é) ()

h
und einer "speziellen" oder N
"partikuldren" inhomogenen Lésung, ; ) = AH) x () + L& 0
P P
(z> z <

Check: % (4) Xl + X 18

G2 Alt) (xw) + x,,&)) + 50 @ Aw-xlt) + Eyv ©

Rezept zur Losung einer inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung:

(i) Finde allgemeine homogene Lésung
(ii) Finde eine partikuldre Losung -- Methode hierzu: ‘Variation der Konstanten'
(iii) Addiere (i) + (ii), beriicksichtige Anfangsbedingungen

Inhomogenes System von linearen DG 1. Ordnung mit konst. Koeff. ‘C?.uo
Variation der Konstanten fir ~ n 1 maglich, aber i.A. schwierig. Ausnahme: A=A

Also betrachten wir nun

- (4 A.350) . 1({) 0y ﬁ € M(C,MM) zeitunabhdngige Matrix
)_{ = - X

= 1%
blp) e € zeitabhdngige Inhomogenitdt

mit Anfangsbedingung: XHo) = ¥,

@)

(i) Losung fiir homogene DG per Exponential-Ansatz (bereits bekannt)

(C7.4d.4) v\ 1__& J A ;\ _
; — T eV ¢ G - LT = AU [ =19 "
“(y “Z= T po O mit i R )

durch Anfangsbedingungen bestimmt Eigenwertproblem!

- T-« N Diagonalisierende N R ,
Cu = JA Ahnlichkeitstransformation: 1 = (&;, ... &) (¥)

(ii) Partikuldre Lésung fiir inhomogene DG: per Variation der Konstanten

Ansatz: - (4) > J
[analog zu (€7.3¢.5)] X?['n = Z=l'Uj € \] C'P(” ®




souon Tw - (a = ) Few ) et
“r (4 - ﬂ.)cia)t‘fheﬂi% 0)
J . AN
= Z (3w + Nty - c/.}d) 4 ) 17‘\‘-614'* ®)
Ll = z 2 e At “

Trick: Zerlege >  inEigenbasisvon A

Eigenvektoren sind linear . . . -2 .
unabhdngig, also folgt aus (4): Cg(ﬁ,g)é/{/ - W)ye v J=4Gn (s)
(B) ist losbar per Integration, .
siehe (C7.1e.1-3) ‘ 3 . 1,2 C{!(’co) -
ey = [di By e ™V o = { R L e
?(.é féo ) XFltc) =0

(iii) Allgemeine Losung von (40.1): Cr.u
. (4n2) (40.3) At - _
x @) = 5 ¢ 5 = 2T e d el v xplt) )
P i \
Bestimme Konstanten mittels Anfangsbedingung:
(4p.7) - (—;
— At j for
7y = ZT e 7 + Xl @
P
. Z . 1 = Ceo (=) Kompaktnotation:
. : v = ‘U”' c - = G
i-Komponente X (Lo) J 2 YX(to\ =Ty 'X )
(RN °
> S . v
T=(g, ... ) (40.4") Tj 4

f

| A 2! ¢ ) . ; - — o
Gt Wef <z pyi vy [ T e
T

Invertiert: A = <4
[vergleiche C7.4d.9)]
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Beispiel: Geddmpfter harmonischer Oszillator mit Antrieb l Clyr

. . k3 4f.5
x +2¢x + JL x Lo g ) )
Matrix-Form: (42'1) u @)
498 _x -2 yu o+ F(4) ©)
;( (49.3) ( o} [ )( ¥ ) o
(J S O |0V e (100 At
= L)
o (494 - o
x =  A.x + Bu ®
(4i.2)
Unterddmpfter Fall: lr\t = - h* +¢ S?q— ((,) , 34_ - ’)._ (Q 23 8lr (6')
I CIED 11 At 1] At
(i) Homogene Lésung: Xk(l's = ¢ [2,]¢e + Cc_|11¢e ()
(bereits bekannt, siehe Seite C7.4j) — ‘__'.:“
Ty T
(ii) Konstruktion einer partikuldren Losung, mittels Var. d. Konstanten: ! C3.k S
) N as 1 At
Ansatz laut (40.5): *plt) = ) [a.je  + c(1]e ¢)
— =
U, U_
Zerlegung v. Antrieb in Eigenbasis von A, laut (40.4): bW = 2, z?‘! 0
- {
(44 0 | ’Tt Ml'T
y ” -
(4r.6") SZLSL'F
= (°t (4 = k __H:_}b (3)
2190¢
Losung fir C,i.(l;s laut (40.6):
i T 3 1 ~ 51
(4p.6) _ - . 5 -
(‘.4_-(.5 = Sou ‘ﬂtu:\)e 1f£ = i -l:,{-k ii)Sl«r e L ()
£° °




Fir partikuldre Losung, setze (4s.4)in (4s.1): Ct.4t

s. 11 At 1 A%
. (4s.1) . B
Xplt)| _ xplt) = C (¥ Ll e + c,(é}[}\ le ()
Uplt) -
4s2) 4 ~ o .
e 2@ ([0 g -v) (1 A_(¢-3
‘(ﬁ)‘ 2.Slr “?\J € B [',\ K e &)
> :__._...,-—’ -
((fi.é)_- e ("“ H&r)a"% . (_x‘ —[SL-F)“;/%
Orts (1.)-Komponente hiervon liefert: ' e —p
1 —K””B Smz - e -¢ (3)
~ A e . A%
W = (g B T sin SLe(t-T) .
to o - S
= Xl-£)
’X“:-I) Einfluss der Antriebskraft zum Zeitpunkt t

_‘( - E ) auf das Verhalten der Lésung zum Zeitpunkt £
Mlmgf exponentiell ab

I ll e
© = /S, ¢

C7.5 Lineare Differentialgleichung n. Ordnung fw L L \ Ct.5a
Eine allgemeine homogene lineare DG von Ordnung n, T
(n) et (4} 0
C“ .ﬁ + Cn~,‘F( \ F oL + C' 'P + C°F = (=] (I)

kann immer umgeschrieben werden in ein System von n linearen DG von Ordnung 1:

Index oben fiir Komponenten eine;
. . . e P ! _ .
Fuhr'.e fiir J.ede hohere Vektors (also keine Potenz!) W) = £ ( )[U 2)
Ableitung eine neue
)

Variable ein, )'(| (+) = Xiu) - -[‘(l) (4 &
a2 el = fop (0
e €y o= M (5)
‘v =
dann lautet (1): X () = 4 (t) (b)
% de\ + Cv\-| Yn k ... F CI KI + Co xl = e (#)
Cn Cu Cw

(2-7) sind ein System v. DG 1. Ordnung: (mit zeitabhdngigen Koeffizienten)




In Matrix-Notation:

( C2.58

,
(') (° v ° o) (x" )
r}
);7. o o | o x m
2
)‘(3 ‘ 6 ¢ X
’ h 'u-l
rh-l o o o o [ ¥
K“ - C_" - C) w- _C“" Y"
L '\ \ = ‘2“ “E‘l _C:‘L = | L |
X([£) = AC+Y - X (¢) (2)
Zusammenfassung: Inhomogene lineare DG 1. Ordnung ] Tl .4h
Lineare DG: “ o S = Al ) + 5 falls = o : homogen
<t T~ vt (€, um) falls # © : inhomogen
Allgemeine Lésung einer inhomogenen linearen DG: Y@ = xglt) ¢ )?? 5]
Allgemeine homogene Ldsung: ‘)'(‘K(Q = Al ¥ %({_)

(irgendeine) Partikuldre Losung:

1D (n=1):

homogene Ldsung (Trennung d. Variablen):

partikuldre Losung (Variation d. Konstanten):

mit:

Sl = AW e MO

x(t) = ald)xdy ¢« &)
Xh('f) = Xo eﬁ(*\
i,
= | dt alt)
B (}) Lo a

elt) = c(t) e 26

L .
) = Lodf by W




Zusammenfassung: Inhomegene lineare DG mit konstanten Koeffizienten | ZC?. e
~ 22 ~
= = H-x6)« bt A=A e wmat(Cuw) , blt) & C

(i) Suche Losung fiir homogene DGL per Exponential-Ansatz:
- ;\f\ Zeitabhdngigkeit nur im Exponenten!

e-Ansatz: Xé(‘é) = Un-_____—e zeitunabhdngiger Vektor, é RV\

Ergebnis: Allg. Losung der homogenen DGL ist Summe iiber alle Eigenlésungen:

- ' -1
_ J —= 1“ . .= _ R —‘. -
K4 4) = \_‘ZC& ‘U:) e mit A fu'\\ = A\l v"] R
durch Anfangsbedingungen bestimmt Eigenwertproblem!

(ii) Partikuldre Losung fiir inhomogene DGL: per Variation der Konstanten

] — :\'['.
ol = ZC;(-E) T e J )
J (zerlegt in Eigenbasis von A )
J‘ ‘l‘;~ J' ~ _ 1:_; __I’N j
mit @) = jzu Hliy e™ v und By = Z By 7
° J

(iii) Allgemeine Lasung: Y@ = gt + x, 1B ®)




