Anwendung v. symmetrischen Matrizen: Hauptachsentransformation
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Diese Gleichungen haben eine "einfache" Form, weil das Koordinaten
so gewdhlt ist, dass
- dessen Ursprung im Mittelpunkt von Kreis/Ellipse/Kugel/Ellipsoid |

- dessen Koordinatenachsen parallel zu den Symmetrieachsen von
Ellipse bzw. Ellipsoide liegen

Ist das nicht der Fall, wird die Form der Gleichungen MG$
komplizierter. Z.B. werden wir sehen: die Gleichung v
fiir eine verschobene, gedrehte Ellipse hat die Form:
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Aufgabe: Bestimme dasjenige Koordinatensystem (y,

n , fiir das die Gleichung
fir die Elhpse die (emfachs’r maogliche) "Normalform' (6 2) annimmt, namlich:
g _5]_ — [ (@ Die entsprechenden Koordinaten-
a* (o>

achsen heifien "Hauptachsen"

Die Transformation von (2,%2) zu (‘1.,\31,) heift "Hauptachsentransformation”,

-

und hat die allg. Form: Ef = Doz + b

Verschiebung ()
Drehung, die ﬁ diagonalisiert




Zundchst untersuchen wir den EinfluB einer Drehung des Koordinatensystems ‘Mg,q
auf Form der Gleichung (67.4). Dafiir schreiben wir sie kompakt mittels Matrizen:

6 N w O ey oo
-l = + 3 = - =7 v
(o] o i_'L 33
—
Transformiere zu gedrehten = Diw - @
Koordinatenachsen, = 9 o @5y -l
mittels orthgonaler Drehmatrix: 2 € M(2x3,R) ) D = 2 ()
. @y
T- T -
Riicktransformation: Den = _Q_“D= Y = ()
T T R T T -

W - 5 i . A= % (DY) - A (s)

(4), (5) eingesetzt in (1): | = x :2 ’ /__}, * D = ow cFiex ()

Fazit: falls alle Eigenwerte v. A positiv sind, beschreibt (6) ein gedrehtes Ellipsoid. ()

Betrachte nun das umgekehrte Problem. Gegeben sei eine quadratische 6Gl:
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Wie bringt man (1) in Hauptachsenform (a la 69.1)?

Schreibe (1) als Matrixgleichung: | = (x, %) B |
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In diesem Zusammenhang heift . "Hauptachsentransformation" @




Beispiel:  Finde Hauptachsenform fiir folgende Gleichung: M3
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Um geeignete Drehung zur Hauptachsenform zu finden, diagonalisiere:
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beschreibt Drehung um T/, , siehe (BB4.5)

Bemerkung 1: durch geeignete Wahl der Vorzeichen der EV, kann man stets

[Hd‘r’ren wir z.B. statt (72.1)

Bemerkung 2: Falls EW v. f
Hyperbeln:

Normalform einer Hyperbel:
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Betrachte nun zusdtzlich zu Drehungen auch Verschiebungen in (69.2) M3
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Fazit: Verschiebung liefert zusdtzliche Terme, linear in 2 und > -unabhdngiog

Umgekehrte Fragestellung: betrachte allgemeine Form einer quadratischen Gleichung
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Ziel: schreibe (5) um in die Normalform

Trick: "Quadratische Ergdnzung"!
Verallgemeinerung auf Matrizen:
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Verallgemeinertes Eigenwertproblem M23S

Gegeben seien zwei symmetrische Matrizen, 4 , T ¢ Mlax, R)
mit T "positiv definit", d.h. alle EW sind positiv (> O). )

Finde EW A; und EV 'l_": , die "verallgemeinerte Eigenwertgleichung" erfiillen:
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Aquivalente Formulierung: finde S = ('L_J‘.,...,ﬁ) , A s A,{a.j(ill...l'),,) (3
so dass folgende Gleichung gilt: A- s =T.5.A (4)

(lasse vortan Punkte weg)
Losungstrategie:
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dadurch (4) in die iibliche Form, ﬂ 2 = :_5__ __/__\ ()}

die durch bereits bekannte Diagonalisierungsverfahren gelést werden kann.
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K ist symmetrisch, also diagonalisierbar durch eine Drehung: §“‘= §_T )
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EV T; sind die Spaltenvektoren von




Folgerung: das verallgemeinerte Eigenwertproblem ist I6sbar! M3t

Aber: EV sind nicht (euklidisch) orthogonal:
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Zusammenfassung der Strategie zur Losung eines verallgemeinerten EW-Problems:
1. Diagonalisiere T = Dw gg‘r (76.2). Physikanwendung:
. ~ -t T - kleine gekoppelte
2. Konstruiere 4 = W D AD W (76.5). Schwingungen:
3. Diagonalisiere é ;§_ §Z A EW (76.4) ﬁ . = Federn
4. EV: S = pw' r3 (76.8) L = Massenmatrix
Wann sind zwei symmetrische Matrizen simultan diagonalisierbar? M¥¥
sei A B ¢ wat(®R ww), mit:
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Notwendige Bedingung: ﬂ und & vertauschen: A-g = &.fl @)




Ist (76.6) hinreichend? M

Diagonalisiere 4 mit eventuell entarteten EW: A 'U" = 4 G‘} O
Sei U ein EV aus einem — -

- A = v ?)
entarteten Unterraum: YV € E;‘ = A ¢
Dann ist & 77 ebenfalls ein EV von A4 4 (8 ) (:’i_-?) eAac -) BT @
aus demselben entarteten Unterraum: = = = = -

Folgerung: Multiplikation mit E ldsst die entarteten Unterrdume von & invariant!
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Damit kann & separat auf jedem E o diagonalisiert werden.
Zusammen: ﬂé = &A & & und & sind simultan diagonalisierbar (5)

Anwendung: Starrer Korper, Tragheitsmoment (demndchst in E1-Vorlesung) \M?O

Def: "Starrer Korper" (SK) ist ein System von
Massenpunkten [Index (a) ], deren Abstdnde zueinander
unter allen Umstdnden konstant bleiben.
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Raumfestes Bezugsystem K: a,, e, ) ¢ 3 @)
Korperfestes Bezugsystem K': g, L), 4y O &/5'({) T (@)
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Koordinaten v. 1N(a)a,) - "E‘QM ¢ mH

Punkt (&) im SK:
zeitunabhadngig, da der Korper "starr" ist!

Geschwindigkeit v. P (BB0.3) @ A (8Bw-b)

Punkt (&, aus Sicht v. K: T = XA € = Oox 1 ©
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Rolle v. Trdagheitstensor fiir Rotationen ist analog zur Rolle v. Masse fiir Translationen:
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Da Trdgheitstensor :.l\__f reell, symmetrisch ist, ist er diagonalisierbar [siehe (64.3)],

d.h. es existiert immer eine Matrix D
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Eigenwerte des Trdgheitstensors
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"Hauptachsentransformation":
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Trdgheitsmomente
sind "Massen"

fiir Rotationsbwg;
[siehe (82.7")]

()

2 ist eine Drehmatrix, die das Koordinatensystem so dreht, dass es entlang
der Symmetrieachsen des Korpers liegt. (siehe Skizze, Seite Mo )




