L5.4 Kriterien fiir Invertierbarkeit einer Matrix \L sk
J‘

= 1"9 J  Matrixdarstellung

A a
\/ sei € -Vektorraum mit Basis i{)’\lg RNV T 6:‘ - A U"] sei lineare Abbildung.

A

Definition: RA‘Aj (2?) = J?M(Sfm {a%}) = Dimension des Bildraums von A ()

Definition: Kem(EI) s fxl Ax = °i = Unterraum aller )2, die auf © abgebildet werden. ()
"Null-Raum'

L)

Wann ist Abbildung A bijektiv. d.h. wann ist ihre Matrix A invertierbar? 3 dquivalente Sdtze:

falls und nur falls N

0] A invertierbar & fiir jede Basis {v % bilden die Bildvektoren {1:)J = fth} auch eine Basis
=S 'Kaws(ﬂ) = ‘LM V) (2) (intuitiv gesprochen: aus linear unabhdngigen

\
=
Vektoren darf A nicht linear abhdngige machen) j ? /N ’

(i) A invertierbar & A.% =0 impliziert X=0 & dim(Ker'n(A\))= O ('Kernist trivial')

(%)
Falls Standardbasis benutzt wird, 51?‘ Z = iaz sodass A fl.- g J folgt aus (i) ferner:
Bildvektor der Standardbasis Spaltenvektor der Matrix&
(iii) A invertierbar &> die Spaltenvektoren der Matrixd  bilden eine Basis. (s)
[Ndchste Frage: wie wissen wir, ob Spaltenvektoren eine Basis bilden? Siehe L6.1]
Begriindung fiir (i): (Selbststudium; AD-Buch, S. 72-74) |L$-lff
— AV X )V
- —f § | .
surjektiv 5 ’| R injektiv: b|Jek1-|v o] I| X
D D { A
Begriindung fiir (i) &: Annahme: ,, ist eine Basis. (1)
Dannist A surjektiv [das ganze V liegt im Bildv. A, A(V) =V 1
denn sein Bild, A (V) ,enthdlt eine Basis v. V, ndmlich ~ §2U; § und somit das ganze V.
)
A
Fernerist A  auch injektiv [jeder Bildvektor entspricht maximal einem Argument].
Denn ansonsten gibe es zwei verschiedene Vektoren X = Aj Yi  und x =1 i @
A A A 4 i
mit demselben Bild, d.h. A-x = A’ (W

Lineari‘rifg‘\f
%)

= 5 2 A(: -x"= Ié\(’t}jxj - v Ki) = A(ﬁ)(u'-xfj):&J-m‘-x'o ()

Letzte Gl. steht im Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der Basisvektoren 3 131 £

Fazit: Aist surjektivund injektiv, somit bijektiv, somit invertierbar. &nD ()




A~ ) vV
Begriindung fiir (i) =>: Annahme: /] st bijektiv. (i) * x|V lLS-uM

Dann ist jeder Vektor ?/ € U das Bild eines Vektors X € |/ : (zl

Y = A(R) = ﬂ({f-j xi)= A (f%}-)\d' = w; W = 21345 ist vollstandig. (3
Ferner: it:}(, i sind linear unabhdngig. Ansonsten wiirde eine nicht-triviale

Linearkombination existieren, die Null liefert,

" N - . . Linearititat . - A+ A ~

o = wjxs = ﬂ(—uj)xi = H{vjxl) , also U;¥l +— o . @
im Widerspruch zur Injektivitdt, denn es gilt auch 61— o . (s)
Fazit: 3§ {:)L- I ist vollstdndig und linear unabhdngig, somit eine Basis. = U
Begriindung fiir (ii): analoge Argumente, Selbststudium!
L6 Determinanten Lba
'Determinante’ ist eine Abbildung der Form: det - wat(C nn) — C

Q —s et (A) ()

Motivation:

1. Invertierbarkeit von A &  Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngig & oot A # o

2. Diagonalisierung von A:

-1
Finde eine Transformation T, T:-A.T — A g\ O
so dass v = diagonal
O ’)"
Startpunkt fiir Diagonalisierung: O(Ut( - 3‘ f[[_\ = o
. . . . . G L)
3. Jakobi-Determinante bei Variablen-Transformation in Integralen: W’—:\—
1°°°»¢ \,3

In allen Fdllen spielt die 'Determinante’ einer Matrix eine zentrale Rolle.

Vorschau: L6 Determinanten

L7 Diagonalisierung




Kriterium dafiir, ob Spaltenvektoren linear unabhdngig sind: 2x2 Lob

2 x 2 Matrix: 4 = [q‘, l—](,,] - (’ﬁl ﬁ ] Spaltenvektoren ()
/ 2

GW‘G‘MC,ZIQ A A
Y £ e = <> -~
Zwei Vektoren F, £ W, # ®,  sind linear abhdngig, falls A, Il &, )
A’ ] q ] A' =1A' q' A Cat o g
= : =A : = ' z = ___‘.= = -——( = ﬂ ﬂ "‘ﬂ “ =0 (3
[ntl Aty ﬂ1|=1 A*, . ) "2 et )
23 i
Geometrische Interpretation fiir reelle Vektoren: ] ) = /:,‘ - A 2
Y 2 n« A|1. -\,/:;-dlm Versionenvon i, Az #, 3
AA-P 8, = (A’,)X(ﬂ’,)‘ = Fld ,42) & T
1) ]

= vonh ,Z, und zz aufgespannte Flache (= O falls ﬁ, Il a z)

Definition: 'Determinante’ einer 2x2 Matrix: | ‘
g
ﬂ zl Azz

A, R A, A \ | :
lﬂl. ‘:17-11\ = dejf( 2, A'l-:_) = A lﬂz;‘ f‘]zlﬁz ) Merkregel:

(L5.4k.3)
Fazit: M(A) + o &> Spaltenvektoren sind linear unabhingig & A st invertierbar()
5\ ws492) -1 ! d -b
In Formel fir Inverse Matrix, A = (‘é 0{\ =>9 A = ad-be (_c a ist Nenner # o0

Kriterium dafiir, ob Spaltenvektoren linear unabhdngig sind: 3x3
n _ (4, g, A ¢ ¢ T Spaltenvektoren

>

3x3 Matrix: (d,, ﬁ',_’ g:)

€ wmat (C,3,3) Az, W
.)_l.— ;
A3, A;z A (n\') = ﬂ$ (2)

Geometrische Interpretation fiir reelle Vektoren:
Die Spaltenvektoren A, . A e, Az € 23 spannen ein Parallelepiped auf mit Volumen
x = =\ (L4m4)(, = a o (L4m.2-3) ..
V&(ﬂ»,nt,qa) = '((—‘\3‘ ﬁz)‘ﬂ:s l (39) (ax(,)-z :;Jii\"k at ‘o*‘(,k
(L4m.2-3) . Levi-Civita-Symbol

= o t ‘ \J L = - - 4
/J‘ ‘E“\hﬂ |‘“1 q!l (3) Hier: E=R|IL=ALIE=H3

Einstein-Summe iiber ijk

Sie sind linear unabhdngig, falls sie nicht alle in einer Ebene liegen, also falls \M(ﬂ'., fT,(.D + o

Definition: 'Determinante’ einer 3x3 Matrix A € wat (€,3,3) @
ﬂ', A|1. ﬂ‘;
- - ) : R,
Rh AR Ao b g = (H,x'q;)'ﬂs = 23")\2 At as, 4 3 )
Asa A!z HaJ

(L5.4k.3)
detA ¥ 0 <= Spaltenvektoren sind linear & [ ist invertierbar )




Explizit: _\rﬁ" A \(\35 - (_\" A*L A% ‘Léd
c.5)

( . R
M A = Ei\‘{h Atlpl"z,ﬂk’.z = +Az‘ ﬂsLmS - \qlﬁl?-‘lz?’

()
\ 3 \
R A @y - RLAL A
Anmerkung: Indizes in (1) haben folgende Struktur:
- fiir feste Reihenfolge 123 der (rechten) Spaltenindizes,
- durchlaufen die (linken) Reihenindizes alle méglichen Reihenfolgen ('alle Permutationen'),
w e
123, 231, 312 und 132, 213, 321
—_—
i ichen = YU g fOEOde g zahiv. T itionen' relativ zu 123
- mit Vorzeichen = B fir ungerade nzahl v. ' Transpositionen' relativ zu
(‘Merkregel des Sarrus' (gilt nur fiir 3x3 Determinanten, deswegen nicht lohnenswert...) )
| \
A 1' + fiir Produktbildung links oben nach rechts unten: \
A2, (2)
- fiir Produktbildung links unten nach rechts oben:
A /
Permutationen (Vertauschung der n Zahlen 1,2,3, ..., n) Lbee
ey
Jede Permutation P ldsst sich schreiben als Folge von 'Transpositionen' @ @ @ @ @ @ (1)
. ™ nur zwei Elemente werden vertauscht
signum’
= - L + } fiip ) gerade Anzahl v. ®
SSV\(P) = 'Vorzeichen der Permutation’ = | _ ungerade Transpositionen (3
Beispiel: Alle Permutationen von 123:
P . N ey s ‘N, A
Permutation P: Izz] [h3.2] 20,31 Lz [2,30] [3L2]
Anzahl Transpositionen: o [ / [ 2 z §]
sgn (P) : 41 -1 ~1 -1 +1 + (4]
Allgemeine Notation fiir Permutationen: [ ersetze ( durch Pi Beispiele:
. ersetze 2 durch P2 [3.1,2,4)
P= [Pl,?zl .. %, .., Pn] stent fir (P B Rhala

ersetze j durch P& fs..2.4)
ersetze j durch Pj (egal, wo j gerade steht) er‘se*:rze n durch P G132 L302 4321

n-dimensionales

Ce i«iz..,zv‘_ Squ (P) falls i,=Pr, iv.=1>z)..., 1= @)
Levi-Civita-Symbol: “2,12...1, = & =

O falls zwei oder mehr Indizes gleich sind

(per Def. antisymmetrisch unter Index-Vertauschung) @
14 2 iy
: = 3 232
ZB | = zn;y —_ Elf.Z‘Bl = — 5#132 =+ ._f., £¢/23 = - , ¢ =0 (ID)




Def: Determinante einer hxn Matrix: Sei A = iﬂ ’J); € wm‘c(d? , n, ) L6f

Summe iiber Sy , Gruppe aller nl Permutationen, P = [ P1, Pz, L Pu], von (4, 2 n)
téy) -,

Pl s
det 4 = ) (5 w?P) Q QPZ‘L U N 'Leibniz-Regel’ (1)
Pesy '

(e.8) (Spaltenindex aufsteigend, Reihenindex permutiert)

= Pl ? . 1, .1 w
= ZS Spp.pa AR RN = T AT AT,
Pe "

n-fache Einstein-Summation
Terme, in denen nicht alle Indizes verschieden sind, sind gleich Null

Alternative Schreibweise: sortiere in jedem Term das Produkt so, dass Reihenindex aufsteigt:

) W P, w
z.B. g"l 'q‘z'qzs = FI|IF?1'/)33 ,oder allgemein: [ ﬂ—!"i = T (‘1—‘\-‘5-'. (3)
T =t \'!=|
(:3) 2 denn: Pi = .=P~|.
= 2 sy ,,-, Ag o Al < @ T 2R P
T‘)eS SJV\ (p~! 1 Summe iiber alle inverse Permutanionen
_ v = Summe (ber alle Permutation
) Pc-s 3“(” .q P A pr .- A9, < G)

(Reihenindex aufsteigend, Spaltenindex permutiert)

€e) s _PP..P, ' gt L P T '.at “,
i ?Zc.s,.z “ Qg A py ... A, = gdt da-afu QJ.‘F] jz‘..F) i ()
'Laplace-Entwicklung' (Entwicklung einer Det. nach Spalte j oder Zeile i) Lbta
Die Determinante von A ldsst sich auch wie folgt berechnen (ohne Beweis):

Elemente von Spaltenvektor j, mit

&Mh ﬂh je 1,..,nbeliebig, aber—\ (1)

(d.h. keine Summenkonvention fiir j)

d 1 ﬂ LA H‘ Ryt a‘;’:\Elemen‘re von Reihenvektor i, mit

(d.h. keine Summenkonvention fiir i)

"
Entwicklung nach Spalte j: et A = 2

Def: 'Unterdeterminante’ oder 'Minor': M‘- = Determinante derjenigen (n-1)x(n-1) Matrix,
die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht (39)
Def: 'Kofaktor: (1" /V("\ = A L\'I (1
. T a2 3 3 A3
Entwicklung nach Spalte j=1:  dof A = -0 "M, F.Ll s )M A M 'e..l @
Beispiel: k=1 kR =2 k=g
e ef 2l v e 2y
= (- . + ~-1)- 4+ ~ . -0
s SO b ARt O SR I A
—H. En— —
= 2.(1‘-7_ ~2.3) - (~3-2-2-V+ 06 = 12 )

Wihle Spalte oder Zeile mit maglichst vielen Nullen - dann ist Rechnung einfacher!




Geometrische Bedeutung der Determinante fiir reelle Matrizen ‘ Lobe
‘M(ﬂi,/‘_‘:}/”_ EM)I-: VO((A-‘"#TZ/"'/A“)

= Volumen des n-dimensionalen Parallelepipeds, das durch die (1)
Spalten (-oder Relhenvek‘roren) der' Ma‘rrux aufgespannt wur'd

Check: 3D Vo( (i?,'z'}li’r\ = lu n('u‘rw)l = li.‘/._ w' ol c.yh\ ‘ dd(x ¥ 7)) @)
Spatprodukt
(B v 3 =
Check: 2D (05 =UFIIT1 o) = UFAUSK (- wrol® (3)

= (3FWBSY - L5,5)

= Z_ [(‘U": )L(W.i >‘L - (o Cwé) (UJ«-JJ)] [i:"] Terme kiirzen J

{ sich zu Null
= (v (W) + ()Y - (v o) vt wt) - (w5 (v
(N —>
- ot - e
AES5) = (o't —otur = Lgguiull = @) 7

Konsequenz fiir allgemeines n:
AtA=0 = bl =0 = Reihen-und Spaltenvektoren sind linear abhdngig

Einschub: €4.2-5 Determinanten und krummlinige Integration ‘ Cy.5a

. . . 152 3
IntegrationsmaB = J acobl-De‘rer‘mman‘re 0) 515 (vixva)
$va Ty v+ 8

2D-IHT€9PG|I f& F(f jl" .Id'ﬂ “a ‘1_ )‘9 ‘-‘r " f(f(lj 3 )) 1-(y'.‘.!i%}—\, e
kartesisch: T =(¥' )7 ¥ Iyl 1/(?; +51 )
- _ | OX'9X®  x2dx! i Ses = 37 o< ¢ )|
loy? 1= sy = oyl = o gk |- 4 |53 1 10y % 3
s °y Kurznotation
2 %) 'Jacobi-Determinante' (in 2D)

.. . _ 4
Also: Flachenelement: 13 = d‘jl Aﬂ 'Funktional-Determinante’

2(¢"47)
3D- (C4m.
. fo(VF(f ]xﬂ “3 Joly? '()d'x?ﬂ)')r‘ fzty, )

Integral:

1.2 .3

iyt vt et + )~

()
Spatprodukt der Koordinatenbasisvektoren = 'Jacobi-Determinante’ (in 3D) Foatd O
kartesisch: T = (x' x% x3)T 'Funktional-Determinante’
D = (x, x5,

- TE s - >
97, %), 9F U9 ar g el o b [JE, 20 2] 2| 23X
(b-_'- X_)—)o 2‘33 rjl- 3—31 ?:’ = 33| /')31 I?JS D(ﬁ ﬂ ‘J‘ ‘33
J 9x3 % IR K tati /j s)

2 v I urznotation

! ox' x* x3)

Also: Volumenelement: IN _ (XT dﬁt Abg D({]':j'r‘j') ©




Krummlinige Integration in n Dimensionen Cyshd

3
Pt Ukt > Mcar" KO- )
- X (r
S Fla\ = (*X - ' . x
U — T( S x S M X N
kr'ummlinigf 3 kartesisch )( (1 J.")(j“) 3 ’r('.j)
%
n-dimensionales v . Axt, ... x») | 2
'Volumenelement': dv = o"ﬁ "'J')“ ' 2(\1nl ey y) l @ él_:#_Y
Yo U

‘Jacobi-Determinante’, 'Funktionaldeterminante’: = Volumenelement, welches von
Koordinatenbasisvektoren 7r = 2X_  aufgespannt wird:

2 (2% dx' PR

oy cril IR

> . - . . T oaxt ax?
%[ = (30, ) = det 2% 2% 9% | _ gt ?—.;f %‘.jz v 4

-;: T Dy, Wyl ¢t ‘o2 T/ dym = ' h

J $r ] S P

xS x| R

L)_‘y D‘s" )3“

n-dimensionales Integral:

jo( X' gd £ X, .., X)) = !ollj‘ JAJV\
u
) d
Das ist Verallgemeinerung der Substitutionsregel, (C29.7): Jo(x 6 = _(0(3 l.é(l{:(x(tj)) 5)

B(Y" T th) L. ", -
Wy, oy y) D, ) @

Eigenschaften von Determinanten Loi
. Al
Im Folgenden sei 14 =§(.]1“]5 & mat(c ,“(V\) , ﬁ \‘ = [ ﬂ:“'\= Spaltenvektor j eC“ 0
A\
. ‘I | | - Y
Notatio L L I~ T 0
"l opr., A,
(i) Diagonalmatrix
" — . 1 _ A 0 (2)
Fir Q glkt \\i = ’AL
o) : 'x“
" nur der erste Term
gilt dedd) = Llendw = T Ai, in Leibniz-Regel ist )
L=l ungleich Null

[vergleiche 2x2 Matrix, Gl. (b.5), 3x3 Matrix, Gl. (d.1)]

Fir Einheitsmatrix: det (L) = 1ro0 o0 = -




(i) Transponierte At AT = dd A © “..(o j

(23
A, A

[
N
D

[}
T T 113225 A < [4 se|r qT={7-
. g , F‘)J - h \l (7') +8q 3

. (2 - (.
Begriindung: du‘(ﬂ T) (,t,=d %.sju(P) T nT'P_l (3. Z.sjn(P)‘“’Q".H (:) 0&,(( g)
. t P P
Spalfen’;ndex aufsteigend, Reihenindex aufsteigend,

Reihenindex permutiert Spaltenindex permutiert

Konsequenz: alle Aussagen fiir Determinanten, die im Folgenden fiir Spaltenvektoren
einer Matrix gemacht werden, gelten auch fiir Zeilenvektoren einer Matrix.

(i) 'Multilinearitdt': .
P J-SPOH'C r'J'SPC(H'e VJ_SPaH.e

dob( ) AE 4 pE > = Abt( By b (B, )y

. . . —- i - - P.
Begriindung: links = ZSS“ (P) n? . (,)\ z 4_/,(6 ) Sj Q?u“ )

-

= 1%53“(?) L S LLY /1%53»:(?) A et At = rechts (o

{ jede der n Spalten 1 3
liefert einen Faktor} ( )

"
Multilinearitdat impliziert ‘Homogenitat ' dd'(;l A) = ;\ olet A

(iv) Antisymmetrie (Vorzeichenwechsel) bei Vertauschen von Spalten: \[_ Lk
> = - s Py = bl -
det (Ao, .., By, o B L R) = —det (R, ., 8, o A Ry
Begriindung:
T 1) £ £ 2 £
links = Zz.---ei-..é‘»--- A", LA . A&\i"'ﬁ “" 4 k (2
vertausche Indizes: liefert (-1); in jedem T%r Summe, vertausche Reihenfolge der Faktoren
_ Y : 2; £
- ie.--e‘i...ﬁi..-e“n o ﬂlsj--‘ A i"'ghm (3)

bennene Indizes um: f; & 64

£ e, ¢; L, 2
= 7 ie....e; e‘ R, A™, ... A J A{‘ ..A w = rechts (%)
Antisymmetrie impliziert: sind zwei Spalten oder zwei Zeilen gleich, ist ~ def A =0 5

Begriindung: (1) mit i-Spalte = j-Spalte:

— A - - ) 2 = - -
det (A, .., R, . A . &) 2 et (R, PP PR NG

dt B = _ kA = dt A =0 n @

[Anwendung in QM: Pauli-Prinzip fiir Fermionen!]




Konsequenz von (iii,iv): addiert man zu einer Spalte (Zeile) die mit einer Zahl /4

(34

multiplizierten Elemente einer anderen Spalte (Zeile), andert sich die Determinante nicht:

aok (B, 7 i

y v di s, ﬁJ "

Au)

zwei gleiche SpalTen

(A - - > -
§-4) det (Aq, -, B;. .. fi e ) )

+ /Moct/f( (, ===, i,-..,ﬁ-,., ul‘..

@3 “=o

a

Konsequenz fiir GauB-Algorithmus: bei Zeilenaddition der Form [z} +/.<[h1 dndert sich Det. nicht!

(v): Falls Spaltenvektoren von A linear abhdngig sind, dann gilt

(oder Zeilenvektoren...)

det (A) = o @)

Beweis: falls Spaltenvektoren linear abhdnig sind, gilt: 'E—. d,; ¢ ' = 6 .t )
wobei nicht alle C; gleich O sind. Sei z.B. et to danr:” Z‘)w < - —C_';_ %ﬂ”&cb @)
Eingesetzt in det (A) = o&;f'(ﬁ‘ L ey Ay - ) Fil:_) ot 5)
D g @, A, -5 Z Riet) ®
————0 S kA )% o

gleich Null, da in jedem Term zwei Spaltenvektoren gleich sind (weil 1t ¢ il, 2, ... ,n-13 )

(vi) Konstruktion der Inversen:
Laplace-Entwicklung nach Spalte i:

|Lbw

s _= L (@S xRk Qe
dd_ﬂ - M[n""”ﬂi/ "/qjl"'lqﬂ) =E'=Q 1 ﬂ_:_) (l)
. Spaltenvektor an Position i
Spalte i “{ }— Spalte | (* ,,)

- -

Falls |4‘. durch Kopie der j-Spalte, 'qj

ks
S (B

Betrachte nun folgende Matrix:

(Lsk.2) vy

(c-ay; - 2 A

Fazit: C_ = \q-l )

Satz: die Inverse der Matrix A

il |

und ist gegeben durch A =

j,..

existiert genau dann, wenn

C

ersetzt wird, sind zwei Spalten gleich und det( ) = O:

7 i) 9SS @k g (=) @
R
Spaltenvektor an Position i

. : ~k

‘ e AR det A

— 5 abpt mw o
dof A =|\QLH4=8& (%)
e

(m.1) (s)

=iMA falls =]
(o) falls i*J (m.2) (b)

ot B £o (5)

“k
A5

1 (3)
Cle det A Q)

mit




(vi) Konsequenzen von det(A) = 0: Lbn

M(ﬂ) = o 0

(m.8) -
=53 A existiert nicht ®

(L5.4k.1) "
&= Spaltenvektorenv. A sind linear abhdngig und bilden keine Basis von © 3)

& Reihenvektoren " a 4 Y v u % " ! v (4)

(L5.4k.2) L -
= Nullraum v. A ist nicht-trivial, d.h. es exitiert ein G #0° mit A-ov=0 G)

(vi) Multiplikationstheorem: o{g{;( A. B> = (M A ) (owt R ) (©

fiir nxn-Matrizen
(Beweis: ndchste Seite)

-1 =
(vii) Determinante der Inversen: olok (ﬂ ) = (M A ) (%)
Beweis: (dgx A)(M A'() ‘2) W(H ’ ﬂ") = wf( ﬂ) %5’) l o (€)
=1
Beweis des Multiplikationstheorems \L bp
. = ‘( '“ _ t '( iw. :)n .
At (A-8) = 2, . (A&, . (4-g)in, = £ ALEL e AR

Umsortierung der Faktoren in jedem Term der (n-Quadrat)-fachen Einstein-Summe:

(A's vorne, B's hinten)

= 2 . '.':' iVl‘ i' B Bv[“ (»
i'...]“ q \‘( Lad q \(\‘ B [ v
) A A 0 ,iv\
= dl/{(A\‘“,A\‘“) ) ) eee ) " (3
Umsortierung der Spaltenvektoren von A in jedem Term der n-fachen Einstein-Summe:
- - X ' ’ K
= dd(ﬂ‘/"'/ ﬂ“) Z'!\-“lm 6\“- 8! “ ()
D 4 A et B g
Levi-Civita-Symbol in (4) liefert das Vorzeichen, das beim Vertauschen von Spalten entsteht.
Beispiel: =) s s
~ 1 3 2 !
£y AX(A,, A, 4) = &, MX(A,A,,A) = £, dot(A, A4, A)

Cs,l (6) : 2511 M(4| ) ﬂr_, g;) = M(A ﬂ gl) ’ denn (ESIL).L = l (?)

3




Zusammenfassung: L6 Determinanten ‘ ZLba

Determinante: diagnostiziert lin. Unabhdngigkeit d. Spaltenvektoren einer nxn-Matrix

. PI 4 1 Y
ebnizRegel: det = 2 squ(P) A", A = 2 a8 Aty 0
\ [}
o ey “ "’1 C‘z -
2x2: laz lo"\ = a -& 3x3: 23 Q:o:; Cs = i.‘."jﬁ_ o ()Jc ()
C
N~ I S hier kei
Laplace-Entwicklung: o(e,‘r A = kZ ﬁk'k(\k"s = E:‘ A kﬂk (hier keine
N (j fest) (i fest) &)
Kofaktor: ab = (_|)H\i Mu/\ Un’rerdetern’\ina'n‘re: . @)
\( (streiche Zeile i, Spalte jaus A,
bilde dann die Determinante)
. w
Diagonalmatrix: o\d,(}“ S‘\\\ = “— }\,‘, , e 4 = | (s)
L=
H‘T
Transponierte: det A = ook ©)

Multilinearitdt: M(KL, A g +/AE) - ﬁ‘) = AM(ﬁ(, oy g, aw)
’ —

\ZLcA

’>__’___ j-Spalte

> D -
j-Spalte +,«ofd(ﬂ(,.../c,...,n.,)
Antisymmetrie: Vorzeichenwechsel beim Vertauschen v. zwei Zeilen oder zwei Spalten.

AC.. B T ) =~ T8

lJ

Zwei gleiche Spalten oder Zeilen: A(,{( -, -f ) _é , ___) =6
S - . 1 Z)h'
Konstruktion des Inversen: A = ?ﬁ Sz = A =C =§C kg , Chr = g
oot A

()

()

@)

()

et A 2 0 &  Ainvertierbar &  Spaltenvektorenv. A sind lin. unabhdngig

Multiplikationstheorem: At (A-B)

I

(det A) (et B
Det. der Inversen olet (ﬂ-() = (M A )“

<)

©




