L5.4 Inverse einer Matrix ‘ LS Lo

Ausgangsfrage: Wie I6st man ein lineares Gleichungsystem (LSG)?

Betrachte n lineare Gleichungen fiir n Unbekannte:
(-
Acr + A" 4o eyt = b
z 2 : .. .
A+ A e Au Xt L A - b 0

n n n ‘ Li=l..n
ﬂ(xl + Azxz k..o F AV\X»t = LV[ IJ !

- Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A $0
- Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

- Vertauschen von Zeilen
Ziel: durch geeighete Umformungen

>
bringe man das LSG in 'Diagonalform' (1 auf der 'Diagonalen’, O iiberall sonst):
l-x' ¢ 52" . soex" o«
O x' & 1 xt & .. & O™ = d° Dann folgt sofort:
/ L
: X' = d
n
ox' b 0-xT % -o. tlox" = d
Nitzliches Hilfsmittel (um Schreiberei zu reduzieren): 'Erweiterte Matrix': |L5.¢l° .
Start: Ziel:
1 \ 1 bl I
A1 AL - Anw i\ o0 & .. o d
1 1
At At .. Atu b 'GauB-Verfahren' © L © .. © d* )
‘ " ' ' -
At AM‘L o A%a [" o © .. 4
Beispiel: finde Losung des Systems:
$x o r3d =
)

]
~

x' v ozyt Fo3x3
Ratschlag: Falls Briiche

2x!' v 2xt ¥ = | auftauchen, Zeile mit
Hauptnenner durchmultiplizieren!

Zeile:
Y Erweiterte Matrix: .[/

L) b % ) 3n) : (1 \ 3

2]: N n = (21-30): © I

@ z 2 -6 : 6 | -1 1-%




/
(D-@: o -1 |¥ &« []+303): 1 o ©° Iy | Lsiee
4 . o | =u
Ay, o 3 o |- O = AR 2 /3 @
: ’
B-B1: o o 2 ¥ $03) 0o 117
Losung: X' = ’6/3,) 2 o -y, 3 = U2 5
konsistent mit z1 +~
Check durch | Lo I _ l o L )
einsetzen: 3X + 3K 4+ 3K = 5 3 3 = 5 = —
] L 3 _ le _ AL . _ 6
( Falls das GauB-Verfahren eine Zeile der Form 0 o o \ OL 20 )
liefert, hat das LGS keine Losung.
o o © | o

Falls das GauB-Verfahren eine 'Nullzeile' der Form
liefert, kann eine der Variablen X'

1 “ 1 '
einem Parameter, zB. x =t Losung ist dann eine 'Parameterschar’.

frei gewdhlt werden. Setze diese Variable gleich

LFalls m Nullzeilen vorkommen, sind m der Variablen frei wahlbar, = m unabhdngige Parameter.)

Betrachte nun analoges Gleichungsystem, aber mit anderem Vektor rechts, z;'
Um es zu losen, miissten wir GauB-Verfahren wiederholen. Umstdndlich!

Es geht aber auch kompakter, mittels Matrix-Notation:

(-\ijx.k = .!az

Kompakte Notation fiir (a.1):

Schreibe A = iﬂi 1 & ww.{(C,vl,V\) , X = i)d}
\ (quadratisch) b= {3
Matrix- - n
Notation (1): A x = b (_,)(')
(oo
Angenommen, es gibt eine ’l‘ - - | 01
‘inverse Matrix' zu A, mit: A-A =1 = ODO\ .
dann: : |
-t —( 2 (3 “{ =
ﬂ o » 14 _— '] - .. - - ]
& AAex) = aeb e
o & (512)
.. . - -1 7
Gesuchte Losung: X = A b (.)

(funktioniert fiiralle b )
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Sue
Eine quadratische Matrix A € wellC,nu) heisst ‘invertierbar’, \_L’L{_

falls eine 'inverse Matrix' A ! € wat (o:: , A ) existiert, mit

A A = 1 0) und Ad4d . 1 L
10 --- ©
olo--o
wobei _ﬂ_ = (D = Einheitsmatrix. (&)
b o !
(l) Assoziativitdat
(1) mpliziert (2) A4 La(ata) f(a-ata o

~ B

—_—
_J

e e
~ =

= a-47" . 1 ==)‘/(7) ®)

[Analog: (2) impliziert (1).]

Wie findet man Inverse? Seite L5.4h. Kriterien fiir Invertierbarkeit: spdter...

Beispiel: 2x2-Rotationsmatrix ‘L s.uf

= UP (nd . _ (o) Ri¢) ~smg A
Rotation: ¢, = (o) — ( $i««¢ , e, = (1 — oo ) 2 I z y
1

o -
Rotationsmatrix: y AN

- | e 4’ ~Siw — I
[laut (L5.2d.5) sind Spalten v. R R(‘#) - ( si ¢ ) 2) -
die Abbilderv. €, €, ] “é W@

ey W sxige [0 ) (i) )
S\'w(-¢) (- ) —su(gy  c(¢)

Check: 24{4’)&{& =[¢ s i ¢ s\ = C-L*Sz - (s xS =1t o
(2 c < . ) ) ,l [ ] ®

T
Siw S ¢ ¢ -S¢c+ C (*S)rc

Ubrigens: Rig) Rigyy = [ ' —S,][c,_ —-s,_}z {C\C;- Sise -GSz —s¢, ]
®)

W, = ¢ Se G S2 (‘z SiCa ¢ Cis - %NS, ¥ CCa
St 1 =S,
¢ (&, + ;) —Siw(¢.+¢z)
RP.= ¢, = . ©
sin(d. ¢, ) w (piréy)

5;0\4,_ = (e




Beispiel: Allgemeine 2x2-Matrix ! Ls.ug

. d -b verse existie
s At 0w Tl o [ o
Check: v
-1 ‘ [0( ~b [a b ¢ do —he o‘k"hd) l\ o] "
] = = = 7
A A ad-be |-¢ a] ¢ (1] ad - be [-Ca rac ~-cb +ad ° |\
Eigenschaften der Inversen
1) Ga)y' - 1A o)
-1 (4-4) - B
Check (ra)04) "0 47 (AhA)Y) -1 ®
2) (A- gy . g7, A" ®
Check: (5-" A—l)( 4 & ) = g 1R = g.B = 1 Q (8)
1

- -

- wieauchin R
Warnung: (4 . 5) ¥ A4 + E ®

(a+s)_( + a4 & b

Bestimmung der Inversen: Riickfiihrung auf Losung v. n linearen Gleichungsystemen ILs.a,‘,

Sei A = inidl € wik(C ) 0
und — — 5 R
ﬂ_li C Eicghl.: C'I_,_C‘h._. C|v\ = (C’"'”’Ch/"'; C,\) )

ch "'C:l R C.\l ; n Spaltenvektoren, ("c" )J = C-Jle, R

‘' “ : mit Komponenten: k
C 17 C R C.MV\
~ A A’l (i-'_l‘) 1 ® | \ ( { k-te Stelle
(A AN () (o
@ ! e 31 5) = : : ‘. H
z i 5 '
\\Ck R ALL C'\\R _ | =ka
A C = Z (6) :a, . . ;\ .“ ‘ | |
_— o el Lo e

,\} in (d.3)]

Fiir jeden Wert von kzz 1,...,n Iiefer‘l (6) ein anderes LGS (wegen anderem gk )/
zu losen fiir den Spaltenvektor C -  [(h6)hat dieselbe Form wie (d.3)] (3)

Die aus diesen Spaltenvektoren gebildete Matrix (2) ist dann die gesuchte Inverse, A




Die n Gl.systeme der Form (h.7) lassen sich gleichzeitig l16sen, mit GauB-Verfahren:

‘Ls-ai

v_\(,.._ q‘;\,._n'n \o o \ 60 -0 C\ ‘ C\-
.:. : oll o ol o ! ":‘l
ﬂ‘z' “15 (_\"-,4 olb I GauB-Verfahren o o | ' CEJI ___CIR ‘
" ph.a " Ve
A Al o) o - VY Ck A
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rﬁ (Kg) < =tﬂ '
)
Beispiel (vergleiche Seite b):
Zeile:
Erweiterte Matrix:
Wk % )y oo y s b e e
! z 2 o [ 6 [Zl'S[l‘: @ | 1 -3 1 (]
(2] oo
@ 2 ¢ tlo o | m-b ; () 1 -6 o
e—y S )
A @ Ce
‘Ls.aj
[ m: vy ) -1|6 -V o [1]+513): o (®)|3 T -y -
[Z]+ ?.[3]'. o 3 o [~15 | 2 :;:[7_]: D @ D -5 /,S 1/3
-0 o (0 2]z 1 - 3] 0 o @ | —h
Q) —_
=9
@)
Check: ‘
(7'3> [ | ( (Jt.\ 2l -2 |
-1
A- A = ls{% ¢ 9 ]"3 {"5 vt W
6 9 3 2 ¢ -
\((2,_,5,33 (-2+141) (-1 +72 -1)
1163 -9 +23)  (-6+6+4) (-3+12-19)
(26 ~135+8)  (-12 +a+3) (~6er3 -




L5.5 Allgemeine lineare Abbildungen und Matrizen lL 5.Sa

A -
|/ seiein ( -Vektorraum mit Basis V = Sfmi ] 3 J = M e dim( V) U
\nJ seiein ¢ -Vektorraum mit Basis W = 3 pen iﬁi}, Lol e e—dim( W) (@)
N w
[Hut bedeutet hier: allgemein/abstrakt, im Gegensatz zu bisherigen Spaltenvektoren in C“I ()
A
Betrachte lineare Abbildung: g. VvV — W (3)
Wirkung auf Basis sei: A a ATEY A v,
= - = K
(durch diese Information ist A eindeutig festgelegt) U-“ — V“i' A( U‘[) v A { ()

Bild von v-Basisvektor j ist

Linearkombination von w-Basisvektoren
Wirkung von A auf

- /\ A A -
beliebigen Vektor in V : f,} W = Q —> ,C](x) = .3 = {,}ix‘ (s)
(dargestellt in jeweiliger Basis):
A oA A . A P A W oA : ; L
Gyt = (3(= A6 ) = Ale)xd & txd= whixd @ = = H"sx‘l (#
\ e { —ra
A ist linear, (L5b.2) - ‘3
(7) entspricht einer Abbildung A - c” — C"
zwischen Standardvektorrdumen: T o - N . u
e wmat(C,u,m) (Y= X > Ax = 4= (gl gl) g
Beispiel:

V = srau.il’f‘.'t;\'li

Uz
v,
Laut Skizze:
i~ ~ - Ls) a
H(U-l)': u|=1\'fl:-[+w' i
2 “ - A ~ -i . 3
Alg)e #,=8027 Y= 0, = Ae= 2 | A% =
=
Konnen wir hieraus die Wirkung v. A auf einen anderen Vektor, X  pestimmen? Ja!
A A A A A n ~ R N N
65 ‘(\(X)zq(‘u\*’vz;"ﬁ) =‘4(‘U'|3-' 4—'{"(177,)-2_ (3)
0), (2) ~ n n i
= (D) +(603 b)) =B E x5 W
- — 4 2 'S
1438 214 ()%

Kompaktversion in Matrixnotation:

R A N e P T S A NG R LI




Fir Basisvektoren: (] _4, |J L diese GI. definiert die Abbildung \LS .SC
A
A A N _ ~ [
\/9 v ! ’U:I.=ﬂl)’s —'U;'ﬂ\s e W 0
4’.’.‘, I, (L2.5a.4) (L2.5a.4)14’£r
9 ¢ 3. ~ . 2 i (. =
Position j o (o an
. Position i ﬂmi @
0
Hj = Spalte j der Matrix A ist Bild des Basisvektors 'EJ unter Abbildung A. (v
Fiir allgemeine Vektoren:  \/ _Aa
. A A A !
\/; .{)\JXJ—_),E _ 'q;\( =j :U;‘3 e\lk)(S)
¢ | T 144
Y = .
C' 3 x - X — Ax = v = 1 e ¢
: (g,)
X" Y-
L5.6 Basistransformation [vergleiche Seite L2.5a,b] [wie L5.5, nun mit W=V] ‘ Ls.ta
i% { , i&;/z seien zwei Basen fiir \/j dim (V) = N mit ‘6:‘ = '6'7{.Ti3 «
J/i! = ':--',VL
. ¥ C
In {{‘ri -Basis, x= G X ji» Xeg @ \ -
j i N T
~l ‘ ~ Al it én, - n (3) ﬁ'}; Cn
In {ty]-Basis, x= Ux' S Xyel
T=4o04s 'C*—> "
ALty (i) A D A \s 0] _6_/ Ti'. J (h) ¢U‘ v e -t -
U, X = X = UJ-)( = | X X+ X= 45'?:‘('#{‘:()7‘)
= T
.,(“) ot 1 ( | |
Fazit: X't = lex‘[ =) X 1,.‘ T-i ”-T.“ )‘-‘
Sl Bl & R DR A B I
- f .o . d »
Matrixnotation: x/ =T 52\ (%] : : ‘ : j : § X
. w . '“
MU AT T T by

Neue Komponenten lassen sich durch Matrixmultiplikation von T mit den Alten berechnenl!

-

~( -1 -
Ricktransformation mittels inverser Matrix: T. )?' © T .T.% = X (&)

=7




Beispiel: u 14)} - 1},,: Ti 0 ' Ls. b

T { —
A ~, '3 W rl 1| T
U= U ¢t 'U'z-J_' ® (7 T‘ P -+ /CL’/2 A7
T T% F= "2 =|* ¥ w /N
A MR A T 1d s it TN 22
G, - vil-3)r vy o > ’
: B
Der Vektor X hat zwei Darstellungen:
A & 13
Einerseits, in {Ujg -Basis: ; = '3{ [+ 1’}7_ ya & [N =i 1} = x s)
— — R X
|
L o~ . Ayl R oo (2 (¥ w
Andrerseits, in 3 'Ué,} -Basis: ;Z = ,’ 7 + Ue #/3 ;.‘é_", I"/J = [:, l] = (
A
. L W 6 @
(5) & (6) sind ' ( ' ¥ ’3“"_7“ ’:‘ oY
konsistent mit ]X \ (. "3"*) {T VT "-“ 1] = Vé '81 \:i 1] @
Skizze und (L5.6a.7): X' T T% 12 RIIT Ws
Tr‘ansfor'ma’rlon einer Matrix-Darstellung von einer Basis in eme ander‘e \ Ls.¢c
-V - \/ sei eine lineare Abbildung, mit 2) L X p—%g
N (5.6.2) b - o (G603
In {v:)z -Basis, X = x2Sz 0] In {'U:I,} -Basis, ¥ = Ui,x"' L5 ()
A a - A al % d a! !
iy B g o - Hys T
. - n . S, =/
habe A die Darstellung 4 = (3 habe A die Darstellung 5 = Hx o (@Y
[siehe (5.50.8,5.5¢.6)] [siehe (5.50.8.5.5¢.6)]
- A A, o
Die zwei Basen seien Verkniipft durch die Transformation T: 'U':l = T T"‘i )
(5.6a.6) (5.6a.6) -
- > - - ” I
Dann sind Koordinaten x'=T.x © g =T J &)
verkniipft durch: ) - (st
P T.x' 2 X (N T'j (-‘)a ©)
IR -
Und A" mit A durch: ﬂ, = T. 4 D13 @ otaTR ®
v 01
( _ =
B =T.A-T"

Interpretation: Wie wirkt lineare Abbildung auf Spaltenvektor in neuer Basis (wie lautet A' )? Schicke ihn (8
zundchst in alte Basis (mittelsT™' ), bilde ihn dort ab (mittels A ), und schicke ihn dann zuriick (mittels T ).




Beispiel: ILS.&»ol
A
A : sei Streckung in U, -Richtung um Faktor 2: A - {Z-_ 0] T, /
o | PRl e R %
. N %

o
\(Falls nicht offensichtlich, wird A wie folgt bestimmt: | VA

A ',. ~ 1
(5.6a.1): A (&J.,)= g}j,AJ i o v e
l 2 //
~ A ) EL' .q' \Afg
H(U' ] = '-l + '{}z-o ® A‘ . \\ // //‘/}:\/
AL a Alz Al'l— E = 4 =[ ;' R,_"l: 2 O) \Afl
AG)=58 5 + 0,0 A Lo
L (4) .
N
Finde nun Darstellung v. A in der 3 ‘U{,]S -Basis:
(6b.4) 4 (L5.49.2)
| (5i.8) - A s -t
A =17.4.T - _

]
—_—

) 2z o‘;_-,;yz }'Qﬁ N lq %: (5)
“lo | S| W T ]y, y

Wie wirkt A auf 43, [ (_‘l L 9 %— 5
3 3

Spur einer quadratischen Matrix A e vt CC, wn) \ Ls.,e

Spur = Summe der v

Diagonalelemente: SP (Q) = %’ A’ ()
S 312

Beispiel: P (‘,L-I,_},,) = trle2z =g @

Spur eines Matrixprodukts Sfm) (2 Z(Q-B)l.’= Z Q‘JG“ =L E:‘iﬂii= SP(B-A) ()
' ij ’

ist zyklisch invariant: ij

Analog: sf(“n-g.c‘ y @ S(C-AB) = sp(8-C-A) )
Spur ist invariant unter Fl‘ - T-F]-T" “

Basistransformationen:

SP(F\') ) S?(T-Fl:r“‘) (:) 3?(.{3;}3 = §P(ﬂ)

-1

(©)




Zusammenfassung: L5.5-6 Basistransformationen §2L Sc

Zwei Vektorrdume: V= srm{ {}41 , W = ch{fL‘;‘;} Q)
A A " n LN L
Allgemeine lineare Abbildung: A: Vo W X= de — ls ERN- Q)
N . S .
Matrixdarstellung v. A: Iq('ﬁ:i) = {}iﬂf'& 3’ = A.x A - ZALAE ()
In Standardbasis: A bildet Basisvektor  €; ab auf: FIJ = Spalte j von A @
A
Zwei Basen fiir denselben Raum: V = Srav\ { U& Z = Spaw { 23"1,:2 ©)
A s/
Basistransformation: T: V—V 1):l = {‘)'i',T;"( )
) 150 ! ; =y -
Matrixdarstellung v. T: T= iT ‘&2 Xt = TI& xd ) X =Tex (¥
A : T .
Darstellung v. altem Basisvektor v inneuer Basis: T\‘ = Spalte jvon T (@
—t -\ Al— " | i.' ‘_ "j ™
Inverse Transformation: T = {(T )"ill U= U:‘(T ) 3 ,)‘J -(T )i‘X‘ )
Al — . -1
Darstellung v. neuem Basisvektor Uy inalter Basis: ( )_, = SpalteivonT G
i
[
i o= 4~-‘ d -¢‘= q '—\/ . ! _ =1
Bezug zwischen ¢ X w un Y X @ A= T.-A4-T 13)




