V3.4 Gradientenfelder
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Vektorfelder haben oft Struktur:
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Ziel (langfristig): wie lassen sich diese Eigenschaften mathematisch charakterisieren?

Gradientenfeld [wir benutzen kartesische Koordinaten, % |

Gegeben sei ein Skalarfeld: f: B — r

> Ply) o
Der Gradient dieses Skalarfelds wird 7 (p m."{ — tzd a(?{i\
ein 'Gradientenfeld' genannt: - {7' - .

¥ Ve = @
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Umgekehrt: gegeben sei N
ein Vektorfeld: «“ Rd N 1]{0( )
_ 3
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Frage: ist U ein Gradientenfeld?

d.h., existiert ein Skalarfeld [ der Form (1), mit

! T 1
Beispiel: ist () = [2xEY) , ,
(0( - U (X [z (x’V . ein Gradientenfeld? (5)
[ 2\ % A . 2
J"a, denn e's ldsst 'IZC?-?) - ) (x' X ) _ V(P)? mit ?(;) - (XIK.L) I
sich schreiben als: 32 (X| Yl)l




Wichtige Anwendung: konservative Kraftfelder (Arbeit ist wegunabhadngig) \ V32 he
sind Gradientenfelder. Deswegen ist es wichtig, Kriterien zu finden die kldren,
wann  UCED  ein Gradientenfeld ist.

N (V3__._2€,4) )i

Sei  7((£) ein Gradientenfeld (hinreichend glatt), dann gilt: =7, ¢ ()
g 12
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Satz v. Schwarz, (€3c.6)

Somit: D U,J - 9 ) 0. cr
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gnul —)zu' = ),(Zx')lxz) —bz(H(ﬁz)) = 4 x xt = ¢gx'yt =o C)

(2) ist ein notwendige, aber nicht ausreichende, Bedingung fiir ein Gradientenfeld.

Wir werden zeigen, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

beliegigem geschlossene

g X% It\\\_l(@) Z{QL) Weg verschwindet
(& istein Gradientenfeld

‘{4:? U ist wegunabhdngig ¥ %' % e M )(::)(éd$ U =0 Linienintegral entlang n)(s_)

@)

Begriindung fiir (c.b):

Betrachte zwei Wege von F' nach 7 bet - <:7;'“ —

Y, = § r(@) [ £ e/o,;jj Y.={ 20 | & elo)f} e

Zweiter Weg, riickwdrts: Ye=1{ i[{) | £ el of j @l

Linienintegral: _{d? 1','{ =. f d4 d'_":- U (‘fz('l') fofz‘ g!:-:. u.(»;z({) = _j([,,— (3
Y2 °

: - = ® - -

Folglich: J‘ di-n - [ds.0 = 5 . u - (—) de @ ®
: .67— x’ - T,, <gé£chl£sgn£r V\\’/ze)g

(4) gilt immer. . () J - o= - =

Falls (4)=0, folgern wir: 4).‘ d Tk =0 & 1 o7 - il %L"' u &)

Physikalische Bedeutung von (c.5): ein Kraftfeld =(7) wird 'konservativ' genannt,
falls Arbeit entlang jedem geschlossenem Weg = O: ‘éfd;f- F = o Y% (6)

[Die Energie, die bei den entgegen der Kraft gerichteten Wegstrecken verloren geht, wird kompensiert durch die

Energie, die bei den entlang der Kraft gerichteten Wegstrecken gewonnen wird.] @
.. . . . e . Physik-Konvention 3
Laut (c.5): fiir konservatives Kraftfeld ist Arbeit wegunabhdngig. | X/L __ »

Laut (c.6): ein konservatives Kraftfeld ist ein Gradientenfeld. F(RY = - @ ©




Begriindung fiir (c.6a) < :

Annahme: a(ﬂ = ‘—T—IP; ist ein Gradientenfeld. () x=r(t)
Parametrisierung —. o — T (s ()
cines Weges {5 T OO TR s ), r(s)
=T, x=TH) O
oy Vols x' =1(0)
j IR (V|m6) t d : (p(F(s))
d ( (
A T
(V3.2e.4): V(P = 'a:*
(V3.2e.4) ;s Z f(f{s) dxd () (s) ¢
= [ = o ds (300 . dgio) “394’44(5‘ )
o J_( 331
o it 9@ty ® P mF, X s
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_ . Gesamtdnderung von (p von ! nach ¥
‘F( ), ‘f("“)) f{’(") @(X’) @  hdngt nur von Endpunkten ab, also

Interpretation:

W [, -
D k750w

unabhdngig vom Weg dazwischen!!

(&)

= Summe der ¢ -Anderungen entlang aller Wegelemente

Begriindung fiir (¢.6a) == Annahme: \(d?. W ist wegunabhdngig. (1) lVS.‘ff
R $ I8~ x = r(t)

Wdhle Weg durch Punkt X
parametrisiert als T (ot) - % s b Fle) @
und definiere: r(s)

. _, fiir gegebenes  x ¢

P( x) = f AT - (3) ist (3), laut Annahme (1),
X‘ >, - eine Funktion nur v. ¥,
k'3 hicht vom Weg! x = I‘(O)
? ('?('D) = 0{5 2’:{‘( 1—:(@) . 0('"_(5) @)
d
Ableiten nach t: v ¢ ¥
(c394) d L -
inks: % Q(7(0) F7 2 DPERNdalty (| rechts: d Jds F(zes)- 0‘:_5(63 @
J—' axi Tat 0
= ? . ~ = ﬁ(F('b)) . A‘?(t> &)

Frozy T8 (€) e
(6)=(8) Vo, - F(b) = (R TE) 0
Dies gilt fiir beliebige Werte der somit:  U(F) = ;Lf (to) (=‘>/)
Endgeschwindigkeit Fot) <




Beispiel .  u : B=M — g, ?z(y)“’ U (7) =(\/) )

y ¥
Ist dies ein Gradientenfeld? Oder, dquivalente Frage laut (c.6b): J -
Ist Linienintegral entlang geschlossenen Weg = 0? / )
Parametrisierung T) ot @) = [-sint £
eines Kreises: siwd]| @ v w kj !
{ e Lo,2n] on
o AUE 2 ()
é - o L =, d{ - 5;:«", $l'l~’C y
df.'lkc: go(‘lf 1'“.’)'“(4‘“1)) = '( (S')
o ® Pz ant )
% . s e UB = x(@)
= jg‘{? i-g;“lc ('“D'L] = o v (&)
(cob)

Geschlossenes Linienintegral =o = 2 konnte ein Gradientenfeld sein!
v
Konsistenzcheck (c.2): )x w - 93 u' = )X( x ) - 93( 3 J=1=-1=0 v @)

Aber: (c.2) ist eine notwendige, jedoch nicht hinreichende Bedingung!

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir Gradientenfeld (ohne Beweis): \ \J3. ,’_ﬁ
— d
Ein Vektorfeld M C 1’?\‘>L - K ist ein Gradientenfeld, falls
. - >. (: = | = '1 e d (IJ
0; uJ i U © e, | .

und falls der Definitionsbereich, M, ‘einfach zusammenhdngend' ist.

Def.: 'Zusammenhdngendes Gebiet:' jede zwei Punkte X x'eM
konnen verbunden werden durch einen Weg, @
der das Gebiet nicht verldsst x-%! cM

Def.: 'Einfach zusammenhdngendes Gebiet:' jeder geschlossene Weg € M ®

kann zu einem Punkt zusammengezogen werden.
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nicht zusammenhdngend zusammenhdngend einfach zusammenhdngend




Beispiel 22 & . M= R \ibo)} -7, 7= )qg(;).-. h K@}’)=(s;) | V3.4
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Aber: M ist nicht einfach zusammenhdngend. @ ey

h g

.(=;) B ist kein Gradientenfeld (2

(_5_-> ) Linienintegral entlang geschlossenem Weg kann ungleich null sein. (s)

. R . T s . T
Z.B. Kreis um Ursprung:  7(t) = (cont sint) , T = (=siu?, ) , [o ] @

geschlossenes Interval

Id;,‘g‘ fozc Tl - B = f {5'“‘* (esmt)mkl fdf | = 21 ,eo@

/7
X‘ vergleiche (5)

x’D =0

Auf einem einfach zusammenhdngenden Definitionsbereich, M= K \(ﬂl xioj) nicht-negative)  (g)
reelle Achse

- e\
ist B ein Gradientenfeld: es gilt 3 V(}S Polarkoordinatenwinkel, 75= thh»\%) € (0,21) (9
selgér nachrechnen! offenes Interval - -
Es gilt wieder: f‘{f ) (P .r  dasist kein Widerspruch zu (c.6b), denn ¥ =1\ (o) ()
(1p nunist der Weg nicht geschlossen: t € (o,2m)

Nabla-Operator |V3,z& = V2 .4‘“

Erinnerung (Seite V3.2h): Gradient in kartesischen Koordinaten
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Definition: ‘Nabla-Operator': EX
(in kartesischen Koordinaten; - d _ % Ph
Definition iiblich fiir d = 2 und 3) V=2¢g23 = @
[ :
(nitzliche Eselsbriicke, zum Merken von P d
Gradient, Divergenz und Rotation)
? ist ein Vektor-Differentialoperator, wirkt auf alle Funktionen, die rechts von ihm stehen.
,c\ beinhaltet Ableitungen
%)

liefert einen Vektor, wenn er auf eine skalere Funktion einwirkt




V3.5 Divergenz Geometrische Interpretation: Ausfluss pro Volumenelement (siche Januar) | /3.5

Vektorfeld, d=n: by 'L?) £

- 4 . .
iR, R uad = | | = e\-\ul(;) Q)

. «
Md(x)

Definition: 'Divergenz von 7o in 'kartesischen Koordinaten /

(in kartesischen Koordinaten) /

liv(D)z 7% ¢ g% — R
; .
S Tz = SUR = Ul v 3 vt

(v3. 4J 3) L')

Notationscheck: (e,b) \ (& 1,LJ) ({»' w = —Di u’ “
L___w-—- 1
Sb\s
- . ' 2 3oy 2 O]
Beispiel: T-%x = 9,x + Q2x + O3% = (4 (41 =3
Rechenregeln: T- (WD) = T U« TS @
veled) = Fe)m . @@ F] @
Beweis v. (6): (-\} r) (({ IPr‘odukTr‘egeI(,a ‘f)ul - ‘f()'\kl> - "
Laplace-Operator (Divergenz v. Gradient): )?, 3 \VS b
=%
(a ) , Voo oo R
V@) = uy) = Ty =Ty ©
L
Definition 'Laplace- Operator' in kartesischen Koordinaten:
—_— == > p N kR [N 2 2 2
A=VT =7V = 3;31""'}:*3;")3 3};‘ +BD+>? )
(Skalar-Differential operator, wirkt auf alle Funktionen, die rechts von ihm stehen)
eispiel: A g '3,-&-‘)3*% (X Y 4—!3 ()
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gilt fiiri=1,2,3 . 26 ‘
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V3.6 Rotation Geometrische Interpretation: Zirkulation pro Fldchenelement

Vikfor'felj, d=n=i: - . oD i Ny </ /
U: - X uX = u‘m‘ S TUGR) = ejui(i) ) // 'z /1
’ ll}lf] \‘ . v /
Definition: 'Rotationvon [ ' in kartesischen Koordinaten (#'= u;) AN
(nur in d=3 Dimensionen definiert) alternative U
at @ = —ax'ﬁ . Me 03,_, mz’ Notation ),_u,- U,
- Y3, -2 U
- —_— > - l . — ! 3 (Z)
Y = Tulx) = g ¢ ?\lu'k. T Y, -2y,
(V3:4j.3) 0 e
Notationscheck: Txu = (CJ;)J) X (Ekl{h) = ¢z aj Ue v )
Zju E;,
3
- _ 90 -2, (-
Beispiel:  Sei U = [-{ }=§ Vell = [33 _;(,:)} = Z
° ¢ )x 3 -(-3 t )
3)‘ (-XS ~y 5 n
Rechenregeln: Tx(fivw) = Vil + Uxw )
éﬁx (6 = Goxa » ¢Fx3) ®
. . - - t'sk . Pr‘odu_k_T_r‘egeJ_, {'k <]
Beweis v. (6): et ?J Cou) =" e [.Uj‘ﬂuu . U((')Juk) _ ®
Gradientenfelder sind ‘wirbelfrei': \ ‘\ 5 {Va.es
\ /
Fiir ein beliebiges (zweifach differenzierbares) - ;\_} L_ / P
Vektorfeld gilt: v X ('6(9) =% O — T T Ve |
— T P / | NN
Beweis: (ba.) .- o N
(Beispielaufgabe) Vx(Fy) = ¢; AN () ) i (2)
¢ ¢ \ & ORY W = ;
Cile st antisymmetrisch: = ik
{ = -e, ¢ O 3, ¢ @
Summationsindizes umbenennen: = — @€ ke .
. (éa-Z) - -—
N = . & - B iyk - -
‘)k% lP = BJ)R({’ e. ¢ D‘\ bk‘f = v %(\7 ) (s)
- — = l/ / - \ ‘
(8) = -(5) = () =o = \Y X(VLP) = 0 t / / — \\\* o ©
B T : *
- = ~ k“ \ \ AN rd r/ j
Wirbelfelder sind 'quellfrei’: V.-\xu) = © b T / @
Beweis analog (Hausaufgaben) NN _ -/




Zusammenfassung V3.3: Gradientenfeld \ ZV3b

_ d d . -
Gradientenfeld: Vi Mce R — T, X b VP, )

( fo(;-‘. wu  ist wegunabhdngig ¥ f"; c M> = éd;’, % =o firgeschlossenen Weg

>l =

X% IL X ﬂ, (l\

( U istein Gr‘adien'renfeld) = (a'u;’ - '); w _ o  undMisteinfach
J - zusammenhdngend

Konkeet:  [d . 7 = f{;‘(?-w = p6E) -PE) ;,\/‘\ii_, )

i ¥ $is ¥ X
Konservatives Kraftfeld T(a) = - 7 0= ) - _ .
ist ein Gradientenfeld: F(F) P'r //

i T Ar
Wi = fﬁ AF-E = o L ),
& W = Wi g - =
Arbeit von x' nach x ist unabhdngig vom Weg! geschlossener Weg: ¥ = Y V(= ¥.)
Zusammenfassung V3.2 4-6: Nabla, Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace ‘-’t‘.\/z, C
Skalarfeld: (p(:—’) . Vektorfeld: J (¢) ]
’ . ) ‘
Partielle Ableitung: %9 = .b(’(y_._)- Ly S § [V (X4 b, 2,03 — @0, XS)_]
! %' - -0 @
Totales Differential: d;{'[ﬁ) = 9\(4“(?) w = V‘F-; ‘U @
_ . 7 ¢(%)
Gradient: VQO;': €, 3" 06 = |3%p(R) ®
2%¢1%)
. . Laplace-Operator:
Nabla-Operator: T o= ¢ =23+ Y« g;;z T=a=7372
(Vektor-Diff.-Operator) (5) (b)
Divergenz: T-U = 9 u." = W+ W 23w o
.. )L Ms" 930‘.7_
Rotation: Uxw = e gk 7& U, = Uy - 2Us (2}

(alle Indizes unten) N, - U,

Gradiententelder — — Wirbelfelder
= L)) > (2.2
sind 'wirbelfrei': V(T =e ( sind 'quelfrei’: V. Q7 ¥ u) =0 ()




