L4 Vektorprodukt (Kreuzprodukt)  (nur in 3 Dimensionen definiert) |L 1%/ 8

- Zusammenfassung v. Schulwissen _ %' . w!

- Geometrische Anschauung o= [vt w = |w?

- Komponentendarstellung, Levi-Civita-Symbol CA w3

‘b 2
Aus Schule bekannt: (?) zyklisch: R 3V 4
3 3 $ z
Verkniipfung: X : R X K — R v wg — v" w-;, u'
(7,i3) — u=0Uxs = |v'w —¢gw | = o
v =W e

Eigenschaften:

. . . . . - — (z)
(i) Antisymmetrisch: T = -Wx v

(ii) Nur senkrechte Anteile tragen bei: Uxir = é.\. xis = T x —:L ®
(iii) Distributiv: (heT)yid = Axis + Trxw (4)
(iv) Nicht assoziativ: W x (1? X F) £ ((_,Z XT ) x & (5)

(Beweise: aus geometrischer Anschauung, siehe unten.)

Geometrische Definition Daumen: @< g mittelfinger: o Lyb
N Zeigefinger: U g
W = U xig istein 3-Komponenten-Objekt

mit folgenden Eigenschaften: A

V XW
VX W
-4 r
H = 0 — e = > - -V
() Betrag: it = [|Zyis ] = I5) (3) sive  © d &7
¢ @/
Fldche von Parallelogram - o

(ii) Richtung: Ui steht senkrecht auf der
-

von 1~ und @&  aufgespannten Ebene, sodass

L unten

W,U,w indieser Folge ein Rechtssystem bilden. (2

Anmerkungen:
ereinge Beispiel v. physikalischen Anwendung:
o Txuo 1L U , Trie 1 W
B —
0 'Vektorprodukt beschreibt Drehsinn’ / N=rxF = Drehmoment

0 17‘}(13 definiert eine 'orientierte Fldche' = Hebelarm x Kraft

- -
6 U rw stein 'Pseudo-Vektor'




Kreuzprodukt ist kein Vektor, sondern ein '‘Pseudovektor' Lyc

Fir Vektoren ist Reflexion in der Ebene definiert durch:

Reflexion:

— - = | —

S -
'U’:’U'“f-lSJ_————a o = U'”—'O'_L

Anteil senkrecht zur Ebene: Vorzeichenwechsel. Anteil parallel zur Ebene: unverdndert.

P — Py
€ = 7 = -7
rxF=

’?"/’ f - ff' = F
!/ - a2 -
r N=txF

,,,,,,,,,,,,,,,,, Definition des Drehmoments:

=

Fir Drehmoment ist Reflexion in der Ebene
. F definiert durch:
F r x F =N

- -1

— _‘J -
N E TxF —>N=TF «F

— —

Offenbar gilt N’ = —N  obwohl N = Ny parallel zur Ebene steht!

Also verhdlt sich das Drehmoment nicht wie ein 'Vektor'. Wird 'Pseudovektor' genannt.

Eigenschaften: diskutiert durch geometrische Anschauung IL 4d

(i) Antisymmetrisch: Tyxg = — oy (folgt aus rechtshdndischer Regel) 0

(i) Nur senkrechter falls [ll= & und/oder W5l = 0 (2)
Anteil trdgt bei: 7 Kktr = o

- —
oder gimo=Z0 = 6 =0T = ulliw ()
(Zwei kollineare Vektoren spannen keine Ebene auf.)

-

et = - w > .
Sei UV = vy + vy Zerlegungv. T bezgl. o ﬁ}l\lvlmmb
N\
N
B y0 nl ©
‘e, ord - - - —
Dann gilt: Urw = ( “1_0—1_))( w0 (2) : :
|
,”’--'// ;r\‘\
- - 2 7 v
= U Xw () PRy I -

- - -
Merkregel: U YW liegtin Ebene _l_ U w ,um 90 6rad gedreht zu U | &)




(iif) Distributivitat: (k+oVxd = kx& + ¢
[aus geometrischer Anschauung]

=1

W ist ausgezeichnet, zerlege anderen Vektoren bzgl. b

U = uy + wy (®
. liegeniin EbeneA

- = krecht w
G = Ty + o (y Senkrecht zu

wed = (R3), +|(#+3),| @

X 0

— , Eyd
Indieser Ebene, _[ 15 | liegt: W Uosl)
> - (C.l.b s [C.'}) = (E*a)_\_
WKW = xfy um 90 Grad gedreht relativ zu wy (s)
13: ¥ ]:;' = O{L x l:.]' " " 6-‘- (6)
- =2 - <
= (bu-\r)_l_le « " (u"U)_\_ ®
Offensichtlich gilt: = -‘_L X Y Uy X 45 (3)
Also auch: XKW = uXiF + U x@ o @
(iv) Nicht-Assoziativitat: (u XU )XW *= w x ('U' X 0 L#(’z
Ein Gegenbeispiel > 2 - - -
e = ¢ 2 0
gem’ng: | X el 2 . e-;_ XQ3 = e Q; X‘QI = e,_
e, xe= "0 ¢, x% = -¢ 2, x¢, = -2
2 X | . ¢ 3 X QZ | A , x€ z e, (2)
- =
(23 €3
[ = =
e, (N e,
¢
Nehme: (3) % x (foﬁ 8)
2 = —_— 2 - L - -
k= e © | = & "iel’ J'z(e’""z>\ @)
vr=e = ¢ Hile, +¢ = = - =
. 2 Cz X J'z( e, f-e‘!-) (5) = &‘ X% J. [erlf e( + 67_* e‘] (m)
wxeg,=k(z .2 Lfs 3 = =
€y j’-}_(e'*e‘\ = Ji_(e's ¥ e ey xez) @) - L - .
Eos5lel) | _%(3..8) 3 = foxnl-ed) 57
Jz T ! = J’;_{eq, -e() = €¢ h,)




Vektorprodukt in kartesischen Komponenten: 3) ) Lyf
1

Vektorprodukte der orthonormalen Einheitsvektoren:
Zyklische A -

Reihenfolge: 3 t | are =y e, re; ~ ¢ e, €, = e, Q)
Antizyklische c'n e xe = 2 + .z _ = . o -
Reihenfolge: S, e* e ¢3 Cyrly = —e CrC€; = —€, @)
Gleiche Indizes: o | gxe. = B ¢, xq = T 23}:2‘3 = S (3%
Kompaktnotation ES - - -

- ¢ixe = g€, & = ¢ e =-2
fiir (1)-(3): v K { Sie Cn ) z.B. e e %-I'C' 'I'E‘j_;:(z + EEE.C =-e,

~] -]

Definition: [ fiir zyklische Indizes: Eng = La3, = E3, = |
-tzvi-CiViTa—Symbol' i;\‘\h = — 1 fir antizyklische Indizes: €3, = €32, = gz's = - (Sj
(Les) O  fiir gleiche Indizes: iiij = i.‘ji = £"J'i =40 =0
Explizit: ©
€111 €112 €113 €13 €1°’®€I51 €132 | €133 €211 €919 6)1*‘. 6)2I F"E’) F"’!. €332 G’H Fﬂl Fil’i €331 J€320 €323 €331 €330 €333
0 0 0o 0 ofL/o\-LJo 0o 0\- 0\-1,/0 0 0 0 0
|:Allgemeine Def. des Levi-Civita-Symbols Eras.d = 1 &)
fir W22 Indizesi=i.d: € jjer 5 = Eefjs total antisymmetrisch’ | ()

Fiir d = ungerade folgt hieraus zyklische Invarianz. Z.B. fiir d=3: € ‘Kk s - ﬂjik = &€jn; (]

Vektorprodukte v. zwei allgemeinen Vektoren: U= Z;g‘: , w=gowl « | 4§
- (3) ( ) (-—r ) ( ) - k
L=vxis = (Evi)x(ewl)= vl = ukeh:eu @)
J L__,___L k
E'STr'bUT'V'm j\ (F.q\"-'tjk ek = R Definition der
omponentenweise " Koeff. von ¢
Folglich: uk = uluwd £k (& &})k = stad Tk
;8) x - "‘) (3)
‘:‘ I\
T 3 3
Explizit: o' 1w u G IR STV S viwd — g
ot x [wr| = [wt] = v e, vl | = vt - pF| @
us w? ud v'Wwh g s VW L v wt - vt

Anmerkung: bei Rechnungen mit Kreuzprodukt treten manchmal Index-Summationen auf, bei denen beide
Summations-Indices unten oder beide oben stehen. Die Einstein-Regel, 'summiere iiber oben-unten-Paar’, laft
sich also nicht streng einhalten. Grund hierfiir: Kreuzprodukt ist kein echter Vektor. Macht aber nichts - fiir
Anwendungen des Kreuzprodukts werden wir immer nur mit Orthonormalbasen arbeiten, also ist ~ dij = 331‘
und 'Index oben' dquivalent zu 'Index unten'.

Zur Kenntnisnahme (nicht klausurrelevant): Kovariante Form des Kreuzprodukts:
> o ’: ’ .. h - h ; Y
Vyw = U W io{g 3 e u :u‘wli-‘-&ni’k (s)

Siehe AD-Buch, Abschnitt L6.4, G1. (L183), und fiir Forfgeschr'i‘rfene, Abschnitt L10.9, GI. (L285).




(9.2) ganz explizit:

—‘_ - > ' S 2
= vxw o= (e.v P e, Uk
( [— -
= U'IU' (9«)(, +
"'V\:‘
=0
z 1 fx =
+t vy (ezk ;) *
m‘.
.:-63
: - N
+ vy (E3rd) +
= e
—_ RS 3y 2\ =
= (VW‘ -U w’\el + (
L——~r/_‘—
(
=R

schmerzfreier...

Herleitung mittels Levi-Civita & Einstein-Summation ist of fenbar viel effizienter und

©

}Luk

630'3) X(é'ulf g w" + 53”3)

v @Grxg) + v (8
N — — .
= ea . = ~€8

— —_— 2 - —

vt (Gx8)  + Vv (eaxTy)

~—, ..

=0 = e

o2t (S5re,) + vwil(ésx ::)

=-€ =e

3 ! ( 3\= 2 T I\ v
vw - v'w)e, + (vw - vw)e =(j.z.)
-— e "

2 3
=Uu

w

u

- - o ° o
/ ¢ —~
(9.3).g‘anz UW=vwyg,-= [ vt €, ¥ v w ? ¢ u-‘b} 3 = U'L1g3 v
explizit: \ . 2 13
IR > 2 C e
R N Tory buwW Ty,
T 3,2 3 3 2
l_ z3l| +Uw iu trw i.'33;
. L
Identitdt: H: (t\
- . —‘. - _ = . i'- - _
“R (e,‘ "ei) T Sk ("Jﬂ Cw) = Tik = Tgg o= f ¢y
l—’v\)
dkw
denn Basisvektoren sind orthonormal: Z‘Q: ZK = Skn (2)
=1 (E9)
Ldentitdt: ik Tuwk = Sim %:}w - §zw Si‘” @
4
(ES: implizite Summe lber '‘Dummy-Index’ k, mit i,jm,n ‘frei')
+ | falls i=M/$=M
- - falls i=n, ] = )
») ansonsten




Explizites Beispiel: sei |;:] 3:2,, mit w w  zundchst ‘frei® (0 ‘U—fi

/

ES

i('ﬁk' Tk = i‘-'i\ Swuy + EC&"L Cmuy  + i;) 2 Tare ()
()

[l (£5)

i]'l.k i-wxwk = i‘ZlEluu\ + 13 12T i“‘"?— + T \Z;iuﬂng (3)
T [ ——~
=0 =0 =
Nur ein Term iiberlebt in k-Summe: Summationsindex 'gepinnt' bei kR ¢ i",ji ()
hier: |k =23
(:’;) Gy_-s5 \ falls Mms 1 wn=2 5 g
= ¢ - = 8 S - (s)
W\\A3 - -\ fa”s M= ,un =) (M~ 2h In Ttwm
(o) ansonsten

= 5 S)“ —_ gq,u %\S‘M (‘)

konsistent mit  ({_y) \/@

Fazit: $ik Twwk st nur dann verschieden von Null, falls freien Indizes vom erstem
und zweiten Faktor paarweise gleich sind. Vorzeichen bestimmt durch Zyklitizdt.

Eigenschaften des Vektorprodukis: alle folgenaus ({¢) @ @, x eo' = Z{S"' e () \qu

Anti-symmetrisch:

(nicht kommutativl) UVxw <= —wWwy v »
Distributiv: e (T+D) = UXT + Ux o (2)
Nicht assoziativ: ;I X {;'—J K .S- ;{- ZZ x(:f x u’) (%)
'6rassmann-Identitat’ Ux(Ged) = Ul g) - (v Y
Eselsbriicke: R - . - - 7
BAC-CAB-Identitdt! E X ((o xc) = b <°‘ r C ) - ¢ (a b )
[sprich: 'Bakzap'-Identitdt] —_

. cpeea. - -~ - - > - - -
Jacobi-Identitat: % x (V Kw) v X ( UXU ) & Uk (wx ) =0 (6)

[zyklisch]

T —~ )
Lagrange-Identitdt: ({;X,j‘,),(f W) = ({;’.t)(ar w) - (E %) (- t) (€2

©

o+
G\
=1
!
/\
S\
<
I
r.)
I
=
—
=
I
N
<
&
—
,J




Beisgiel: — - N — ._.-é B - _...> |) Lk(
'BAC-CAB-Identitit' 0 x Cb“) = b(ac) c(a B) (

Her‘lei’rung; k-Komponente v. (1): (&.xah (4.__5-3) 1 d& iﬁk (Za)
d
. R e L X ('*33)
[3:@]" 0 @maieg, o Lbr Y w
. ' (3
(6) "
=t (h & g ) Ehyj (36
. (2.6)
= v (W Wn
&b [5mksu; — S g,\k] (3¢)

e . .
= @b - R L () - (@D

Kurzversion: = k-Komponente von (1)

fxexd)) = O (W Cu) 2 !L - b (32 -~ (50)

me%u;- Sw"Suk

Definition: Spatprodukt: s Lym
. Loy s @ R
]K”x KLXK,’ — R , (u,i}li:’,) = (uxu\-w = WU UVlw z;dh
@)
e P A S R I O A Y
UxU) s = ek Xev')ee, wh = U Ulw (e-xe-\vdn
denn: (1) T
\ uUR
(1) g M
Spatprodukt ist . D s = 3) (
zyKlisch invariant: (uxu & = (U-"w) - (@) v ') (u.xt.r) x5
/.ul I// (i zyklisch vertauscht antizyklisch:
w‘_,'ll' D) J—-),k . . h
k ki

= u(}'\‘f,J Zhd = MjUkLJ'Li‘ L= MJU' €. k (UXM)D‘ (3)’

(ki

Geometrische Interpretation: v

,(ﬁx 6"\ + 4w | = Volumen v. Parallelepiped  (4)

[;(:bb Fldche v. Parallelogram: A
M'-‘/" -
— v

- A N
S= Projektion von ©3 auf Normalvektor W zur Flache A




Zusammenfassung: L4 Vektorprodukt 2 2L
R 3¢
3 % 3 2 3
X :RxK — R v —uw W
= s - 2 2
(ﬁlc}) — u=ox0 = |0 -V = (U
( 3
vw o — vz w U
Geometrische Def: v 1 U Yo L Daumen: U1, Mittelfinger: Pl
“Jkl:r" = Wls) siw e &Zeigefinger: U
Gxe = Eie Levi-Civita: ;. komplett antisymmetrisch
J i ,]k P Y
- _.k .. %

Eigenschaften: antisymmetrisch, distributiv, nicht assoziativ, Identitdten...

Spatprodukt: | (ﬁx v") ' ‘l:'l = Volumen v. Parallelepiped




