18.10.2021

LMU - Fakultat fiir Physik
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Prof. G. Buchalla

Aufgabe 1: (Lineare Algebra)

Wir bezeichnen die Basisvektoren eines Vektorraums V' mit dem Symbol |n), n = 1,...,dim(V);
die konjugierten Basisvektoren mit (n|. Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird in dieser
Notation mit (u|v) bezeichnet, insbesondere gilt also fiir die orthonormierten Basisvektoren
(n|m) = 0pm. Eine Matrix A wird hermitesch genannt, falls A = AT; eine Matrix U wird unitdr
genannt, falls U~! = U, Die Spur einer Matrix ist die Summe iiber ihre Diagonalelemente,

d.h. Tr(A) = >, (n]Aln).

a) Zeigen Sie die Zerlegung der Eins, d.h. ) |n)(n| = 1, wobei 1 die Einheitsmatrix ist.

b) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix reell sind und dass Eigenvek-
toren |A), |\) zu verschiedenen Eigenwerten A # X orthogonal sind.

c) Zeigen Sie, dass (e')! = e~i4" und dass fiir B hermitesch e'? unitér ist. Beachten Sie
dabei, dass das Exponential einer Matrix iiber ihre Exponentialreihe definiert wird, also
e =1+A+A%2+. ..

d) Zeigen Sie, dass die Spur einer beliebigen Matrix invariant unter unitaren Transformatio-
nen ist und dass die Spur eine lineare Abbildung ist.

e) Zeigen Sie Tr(A1 Ay -+ Ap_1Ag) = Tr(AgA1 Ay -+ - Ap_1), d.h. unter der Spur darf zyklisch

vertauscht werden.

f) Zeigen Sie fiir eine hermitesche Matrix, dass die Spur die Summe der Eigenwerte und

die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist. Zeigen Sie anschliefend die Relation
Det(e?) = (A4,



Aufgabe 2: (Kommutatoren)

Fiir zwei Matrizen A, B gleicher Dimension definieren wir den Kommutator als
[A, B] :== AB — BA,

und den Antikommutator als

{A, B} := AB + BA.

a) Zeigen Sie [AB,C] = A[B,C| + [A,C]B.
b) Zeigen Sie [A, [B,C]| + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0 (Jacobi-Identitat).
c) Zeigen Sie [A, B]' =[BT, AT| und {A, B} = {A", BT}.

)

d) Zeigen Sie fiir hermitesche Matrizen A und B, dass i[A, B] ebenfalls hermitesch und
i{A, B} dagegen antihermitesch (d.h. AT = —A) ist.

e) Sei F(B) ein Polynom in B; die Ableitung nach B ist gegeben durch (B")" = nB" L.
Nehmen Sie an, dass [A, [A, B]] = [B, [A4, B]] = 0 und zeigen Sie, dass

A, F(B)] = [A, B]F'(B).

f) Man definiert die Ableitung einer Matrix A, die von einem Parameter ¢ abhéngt, tiber

dA(to) _ | Alto + At) — Alto)

dt  At>0 At
Man kann zeigen, dass
d dA dB d dA dB
—(A+B)= — + — d —(AB)= —B + A—.
gATB =ty . g AB) = B AG
Berechnen Sie fir konstante A und B
d At d At Bt
prc und %(e e’’).

g) Zeigen Sie mit Hilfe von 4 (e4*eP?) und einer daraus abgeleiteten Differentialgleichung die

dt
Glauber-Formel
1
€A€B €A+B€2 [A,B]’

unter der Voraussetzung, dass [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0.

h) Zeigen Sie die Baker-Hausdorff-Formel:
e*Be ™ = B+ [A, B] + %[A, [A, B]] + %[A, [A[A, B]]] +....
Zeigen Sie dazu, dass B(t) = e Be~4* die Integralgleichung
B(t) = B + /Ot dr[A, B(1)]

l6st, und iterieren Sie diese.



