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Blatt 15: Optional: Frequenzkamm

Lésung Optionale Aufgabe 1: Poisson-Summenformeln [3]

(a) Wir multiplizieren die Vollstandigkeitsrelation mit f(y/L) und integrieren iiber x = y/L:
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Das Integral links entspricht der Fourier-Riicktransformierten,gegeben durch f f dz f(x

mit k = 27n. Somit erhalten wir:
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(b) Wir wahlen f(z) = e~@#l und berechnen zunichst die Fourier-Transformierte:
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Die Poisson-Summenformel 3" f(27n) = 3" f(m) liefert dann;
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(c) Wir wihlen f(z) = e~(@*+b+e) ynd berechnen zunichst die Fourier-Transformierte:
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Die Poisson-Summenformel 3> f(m) =", f(27n) liefert dann:

2 e—(am2+bm+c) . \/7 (4a—c) § :e p 71' n +17rnb

meZ nez

Losung Optionale Aufgabe 2: Fourier-Integraldarstellung periodischer Funktionen, Fre-
quenzkamm [6]

()

Wir setzten die Fourier-Reihe fiir p(t) in die Formel fiir die Fourier-Transformierte ein:
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mit w, = 27/7. Offenbar ist p(w) ein periodischer Frequenzkamm von d-Funktionen, deren
Gewichte durch die diskreten Fourier-Koeffiziente p,,, der Fourier-Reihe festlegt sind.

Wir setzen f(t) = [0 92e~™! f() in p(t) ein und machen die Substitution w = yuw, (also
wT = 2mY):
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Wir haben die Funktion F(y) = e‘iywrt%f(ywr) definiert, mit Fourier-Transform F(k), und
die Poisson-Summenformel genutzt. Mit w,,, = mw, = 2rm/7 erhalten wir somit:
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Der mittlere Term hat die Form einer diskreten Fourier-Reihe, von der wir die diskreten
Fourier-Koeffizienten f,, von p(t) ablesen konnen. Sie sind offenbar durch 7, = f(wp,)
gegeben, entsprechen also der Fourier-Transformierten von f(t), ausgewertet an den diskreten
Frequenzen w,.

Aus (a) und (b) folgt direkt folgende Form fiir die Fourier-Transformierte von p(t):

Fourier-Spektrum: p(w) S Pmd(w — W) AR Z f(wm)(S(w — W) |-

Fiir eine Folge von GauB-Peaks, pc(t) = ), fa(t —n7), hat die Einhiillende des Frequenz-
kamms, fo(w), ebenfalls die Form eines GauB-Peaks (Blatt 12, Beispielaufgabe 2):
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(d) Die Fourier-Transformierte von E(t) = e “p(t) ist die um w, verschobene Version der
Fourier-Transformierten von p(t) (‘Fourier-Verschiebungstheorem’):
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Im letzten Schritt nutzten wir w. = Nw, +we und eine Umbennung des Summationsindexes,
m = n — N, sodass w,, + W, = wy, + wWosr. Somit bildet E(w) einen ‘offset-verschobenen’
Frequenzkamm, dessen Peaks relativ zu den Fourier-Frequenzen w,, um die Offsetfrequenz
Wit verschoben sind. Das ‘Zentrum’ liegt bei der Frequenz, bei der f(wn,N) maximal ist, d.h.
bei n = N, mit Frequenz wy ~ w..
2w A¢ 2A¢

> |~ ||~ - |~

). = s

(%2 ) % Woff beat

= Nwy + woft

E(t)

WeT

(e) Wir beginnen mit der Definition der Fourier-Transformierten von p.(t):
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dieselbe Form wie eine gedampfte Summe iiber Fourier-Moden,
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Diese lasst sich mittels geometrischen Reihen in den Variablen e=27(¢¥12)/L qufsummieren:
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Das Ergebnis entspricht einer periodischen Folge von (in der Skizze grau schattierte) Peaks
e/m

an den Positionen = ~ mlL, jede mit Form eines Lorentz-Peaks (LP), 6E]P(x) = 27 fur
x,€ < L. Mit den Assoziationen z +— w, € — v und L > w, erhalten wir somit:
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Also entspricht das Spektrum einer bei |n| < 1/(77) trunkierten Folge von periodischen
Pulsen einem Frequenzkamm mit Lorentz-verbreiterten Zinken, jede mit Breite ~ ~.

[Gesamtpunktzahl Optionale Aufgaben: 9]




