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(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach /mittelschwer/anspruchsvoll
Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 1, 3(a), 4, 5.

Videos existieren fiir Beispielaufgaben 4 (C6.2.1), 5 (C6.3.5).

Beispielaufgabe 1: Integrale mit J-Funktion [3]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[0.5](M); (d)[1](M); (e)[0.1](E).

Berechnen Sie folgende Integrale (mit a € R):

(a) Ii(a) = /00 dz §(z — 7) sin(ax)

oo

(b) D) — / do'de?da® 5(x — y) [x|?, mity = (a,1,2)"
R3

1
a + cos?(x/2)

(c) I3(a) = /Oa dr d(x — )
(d) I(a) = /3 dz 0(2* — 61 + 8)v/eaw
(e) Is(a) = /]R2 do'dz?0(x —ay)x-y, mity=(1,3)". Anmerkung: §(x) = §(x")6(z?).

Kontrollergebnisse: I; D=1 L1)=6, Ir) =<, L(In2) =1, I5(1) = 10.
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Beispielaufgabe 2: Lorentz-Darstellung der Dirac-j-Funktion [4]
Punkte: [4](M).

Erlautern Sie, warum die untenstehende Lorentz-Peakfunktion d¢(x) im Limes ¢ — 01 eine Dar-
stellung der Dirac-delta-Funktion d(x) liefert. Berechnen Sie dazu (i) die Hohe, (ii) die Breite xy,
(definiert durch 6(a1,) = 36°(0), 2, > 0) und (iii) das Gewicht des Lorentz-Peaks. Wie verhalten
sich diese GréBen fiir ¢ — 01?7 Berechnen Sie ferner die Funktionen (iv) ©%(z) = [*_ da'6%(2’)
und (v) §"“(z) = <L6%(z). Skizzieren Sie ©¢, €5 und €26" als Funktionen von z/¢ in drei getrennten
Skizzen (eine unter der anderen, mit y-Achsen in einer Linie und gleich skalierten x/e-Achsen).

Lorentz-Peak: §(x) = %
z2+e€


https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

Hinweis: Zur Berechnung des Gewichts empfiehlt sich die Substitution z = etany.

Anmerkung: Lorentz-Peaks kommen in der Physik oft vor. Beispiel: das Energiespektrum eines
diskreten Quantenzustands, der schwach an eine Umgebung gekoppelt ist, hat die Form eines
Lorentz-Peaks, dessen Breite durch die Kopplungstarke an die Umgebung bestimmt wird. Geht die
Kopplungstarke nach Null, ergibt sich ein /-Peak.

Beispielaufgabe 3: Reihendarstellung von hyperbolischen Funktionen [3]
Punkte: [3](E).

Berechnen Sie die folgenden Reihen fiir y € R™, indem Sie jede als geometrische Reihe in w = e™¥
ausdriicken.

i e—y(nJrl/Q)7 i eV n+1/2) (c) Z e uinl
n=0

n=0 nez

Beispielaufgabe 4: Fourier-Reihe der Sagezahnfunktion [2]
Punkte: [2](M).

f(z) sei eine Sagezahnfunktion, gegeben durch f(z) = z fir —7 <2z <7, f(£7) =0und f(x+
971) = f(z). Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten f, in der Darstellung f(z) = T3 elbna f
Wie sind k,, und L zu wahlen? Skizzieren Sie die Funktion f(z), sowie die Summe der n = 1
und n = —1 Terme der Fourier-Reihe (d.h. der erste Term der entsprechenden Sinus-Reihe).
[Kontrollergebnis: f5 = Lir.]

Beispielaufgabe 5: Parseval-ldentitdt und Faltung [7]

Punkte: (a)[3](M); (b)[2](M); (c)[2](M).

f(z) sei eine Sagezahnfunktion, definiert durch f(z) = z fiir —7 <o <, f(£7r) =0 und f(z+
2m) = f(x). In der Fourier-Darstellung f(z) = 5= >, ¢ f, lauten die Fourier-Koeffizienten
fo=0, fuzo =2mi(—1)"/n. (Siehe Beispielaufgabe 4.) Sei g(x) = sinx.

(a) Uberpriifen Sie an diesem konkreten Beispiel, dass die Parseval-Identitat gilt, indem Sie sowohl
das Integral [ dz f(z) g(x) als auch die Summe (1/27) 3", ., Gn explizit berechnen.
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(b) Beweisen Sie die beriihmte Identitdt > >° & = %, indem Sie das Integral [ dz f*(z)
einerseits direkt berechnen und andererseits mlttels der Parseval-lIdentitat durch eine Summe

uber Fourier-Moden ausdriicken.

(c) Berechnen Sie die Faltung (f * g)(x) sowohl durch direkte Berechnung des Faltungsintegrals
als auch mittels des Faltungstheorems und der Summation von Fourier-Koeffizienten.

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 19]

Hausaufgabe 1: Integrale mit j-Funktion [4]

Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](E); (c)[0.5](M); (d)[1](M); (e)[1](A); (f)[0.5](E).



Berechnen Sie folgende Integrale (mit a € R, n € N):

(a) Ii(a) = /14d335(:v—2) (a* +3)

(b) In(a) = /R At —y) (2 ) ity = (3,0)7
(c) Jg(a):/lldmex—z), mit a # 0

(d) 14(a):/_°° dr5(37 — 9)(1 — )

00
9 /2

() I(n) = / dz cos(nz) & (sin z)

—7/2

(f) Is(a) = /RZ dz'dz? §(x — y)e™ P mit y = (a, —a)”
[Kontrollergebnisse: I1(3) =12, I,(—5) =4, I3(2) = 3, I4(3) = o5, Is(7) =1, Is(55) = e/]

Hausaufgabe 2: Darstellungen der Dirac-d-Funktion [4]
Punkte: [4](M).

Erlautern Sie, warum die untenstehende Funktion 0¢(x) im Limes ¢ — 01 eine Darstellung der
Dirac-delta-Funktion d(x) liefert. Berechnen Sie dazu (i) die Hohe, (ii) die Breite xy, (definiert
durch 0(zp,) = 36°(0), a1, > 0) und (iii) das Gewicht des Peaks, und diskutieren Sie deren
Verhalten im Limes ¢ — 0". Berechnen Sie ferner die Funktionen (iv) ©(z) = [*_ d’6°(z) und
(v) 0"(z) = <L6°(x). Skizzieren Sie ©F, 6 und €25 als Funktionen von z/e in drei getrennten
Skizzen (eine unter der anderen, mit y-Achsen in einer Linie und gleich skalierten z/e-Achsen).

1 1
" decosh?z/(2¢)]

Hinweis: Zur Berechnung des Gewichts empfiehlt sich die Substitution y = tanh[z/(2¢)].
Anmerkung: In der Festkorperphysik und der Kernphysik spielt die Funktion 6¢(x) eine wichtige Rol-
le: sie erscheint als Ableitung der sogenannten Fermi-Funktion, f(F) = m = kT (—F),

mit —-f(E) = §*T(E), wobei f(F) die Besetzungswahrscheinlichkeit eines fermionischer Ein-
teilchenzustands mit Energie E als Funktion der Temperatur T' des Systems angibt (kg ist die
sogenannte Boltzmann-Konstante). Im Limes Temperatur — 0 entspricht die Ableitung der Fermi-

Funktion somit einer d-Funktion.

Ableitung der Fermi-Funktion: §¢(x)

Hausaufgabe 3: Reihendarstellung der periodischen ¢-Funktion [5]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](M); (c)[1.5](A); (d)[0.5](E); (e)[1](A); (f)[0.5](E); (¢)[0.5](E)
Zeigen Sie, dass die Funktion §¢(x), definiert durch

1 .
(56(95):52@]“’6““‘, k=2mn/L, neZ, zeLeR, 0<ek L, (1)
k



folgende Eigenschaften hat:

(a) o(x)=06(x+1L). (2)
L/2
(b) / dz0“(x) =1. Hinweis: k =0 und k # 0 getrennt behandeln in Z (3)
—L/2 k
1 [1+w  14+w] 1 1 — e/l
(z) = — =— 4
(c) () 2L L —w 11— @} L1+ e4me/L — 2e=2m¢/L cos(2mx /L)’ *)

2w (iz—e)/L —ix—e)/L-

wobei w = e und w = e
Hinweis: Driicken Sie hierfiir die Summe in Gl. (1) durch geometrische Reihen in Potenzen von w
und W aus.

(d) limé“(x) =0 firxz#mL, mitm € Z. Hinweis: Gehen Sie von Gl. (4) aus.

e—0

cron L €T i
(e) 5($)_€2—|——x2 ur|:E|/L<<1unde/L<<1
Hinweis: Taylor-entwickeln Sie hierfiir den Zahler in Gl. (4) bis zur 1. Ordnung in € = 27¢/L, und
den Nenner bis zur 2. Ordnung in € und & = 27/ L.

(f) Skizzieren Sie die Funktion 6¢(z) qualitativ fiir /L < 1 und = € [-1L, IL].
(g) Folgern Sie, dass §°(x) im Limes € — 0 eine periodische §-Funktion darstellt, mit

§(z) = %Zeikx = Z d(x —mL) .

MmEZ

Hausaufgabe 4: Fourier-Reihen [4]
Punkte: (a)[2](E); (b)[2](M)
Bestimmen Sie die Fourier-Reihen fiir folgende periodische Funktionen, d.h. berechnen Sie die

Fourier-Koeffizienten f,, in der Darstellung flz) = %Zn e £ Wie sind k, und L jeweils zu
wahlen? Skizzieren Sie zunachst die Funktionen.

4o fir —7<zx<0,

d 27) = )
2x fur 0<z<m, und f(z +2m) = f(z)

(a) f(x) = |sinzl, (b) f(z) = {

[Kontrollergebnisse: (a) f3 = —Z, (b) f3 = 2(2 — 9ir).]

Hausaufgabe 5: Berechnung einer unendlichen Reihe mittels dem Faltungstheorem [1]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[0.5](M); (c)[2](A,Bonus)

Diese Aufgabe illustriert, wie sich eine komplizierte Summe mittels Faltungstheorem explizit be-
rechnen lasst.

Betrachten Sie die Funktion f.(t) = f,(0)e? fir t € [0,7) und f(t + 7) = f(¢t) mit f,(0) =
1/(e"™ —1). Dabei seien v und 7 positiv, sodass f1,(0) = 0.

(a) Betrachten Sie eine Fourier-Reihendarstellung von f. (¢) mit folgender Form:

1 . ~ ~ T .
f(t) =— Ze_lw"tf%n, fom = / dte“ ' f.(t), mit w, =2mn/T, n€Z.
0

T

Wn



Zeigen Sie, dass die Fourier-Koeffizienten durch f,,, = 1/(iw, + ) gegeben sind.

Benutzen Sie dieses Ergebnis und das Faltungstheorem um folgende Reihe als Faltungsintegral
von f, und f_. auszudriicken:

o0 e—iwnt

S(t) = Z TP = —7 /OT dt'f, (t —t) f_, (t) . (5)

n=—oo

Skizzieren Sie die im Faltungsintegral (5) vorkommenden Funktionen f,(t —t') und f_,(t')
als Funktionen von ¢/, fiir t' € [—7,27]. Zeigen Sie, fiir 0 < ¢ < 7, dass das Faltungsintegral
(5) durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

7 [sinh (y (¢ — 7)) — sinh (y1)]
27 [1 — cosh (77’)]

S(t) =

Hinweis: Das Integral fOT dt’ enthélt einen Bereich, in dem ¢ — ¢’ auBerhalb von [0, 7) liegt.
Deswegen empfiehlt es sich, das Integral in zwei Teile aufzuteilen, mit fg dt’ und ftT dt’.

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 18]




