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(b)[2](E/M/A) bedeutet: Aufgabe (b) zihlt 2 Punkte und ist einfach /mittelschwer/anspruchsvoll
Vorschlage fiir Zentraliibung: Beispielaufgaben 3, 6, 7, 4.

Videos existieren fiir Beispielaufgaben 4 (L4.3.1), 8 (V1.4.1).

Beispielaufgabe 1: 1/(1 — z?)-Integrale mittels hyperbolischer Substitution [3]

Punkte: (a)[1](E); (b)[2](M).

Fiir Integrale, die 1/(1 — 2?) enthalten, empfiehlt sich die hyperbolische Substitution = = tanhy,
denn dadurch erhilt man 1 — 22 = sech®y. Berechnen Sie mittels dieser Substitution folgende
Integrale I(z); tiberpriifen Sie lhre Ergebnisse durch Berechnung von diz),

[Kontrollergebnis: (a) I(2) =In2; (b) fira=3, I(3) = tIn2+ .| 2

(a) I(z)—/ozdxl_le (2] < 1), (b) 1@)—/5@@ (Jaz| < 1).

Hinweis: Das in (b) nach der Substitution auftretende cosh? y-Integral |3sst sich partiell integrieren.

Beispielaufgabe 2: Elementare Vektorrechnung [3]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[1](E)
Gegeben sind die Vektoren a = (4,3,1)7 und b = (1, -1, 1)7.

(a) Berechnen Sie ||b||, a—b, a-b und a x b.

(b) Zerlegen Sie a = a; +a, in zwei Vektoren parallel und senkrecht zu b.

(c) Berechnen Sie a-b, a; -b, aj x bund a; x b. Entsprechen die Ergebnisse der Erwartung?
[Ergebniskontrolle: (a) a-b+ Y, (ax b)' = —4, (b) > ,(a)) = 2, > ,(ar)" = 73]

Beispielaufgabe 3: Levi-Civita-Symbol [3]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[1](E).

(a) Ist die Aussage aibjeiﬂ = —aFepyb' wahr oder falsch? Begriinden Sie lhre Antwort.
Driicken Sie die folgenden k-Summen iiber Produkte von zwei Levi-Civita-Symbolen durch

Kronecker-delta-Symbole aus. Uberpriifen Sie ihre Ergebnisse, indem Sie die k-Summen explizit
ausfiithren und jeden Term separat auswerten.

(b) €rin€rj1, () €rir€rjo-


https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

Beispielaufgabe 4: Grassmann-ldentitdt (BAC-CAB) und Jacobi-ldentitat [5]
Punkte: (a)[2](M); (b)[1](E); (c)[2](M)
(a) Beweisen Sie die Grassmann (oder ‘BAC-CAB’) Identitat fiir beliebige Vektoren a, b, ¢ € R?:

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b).

Hinweis: Entwickeln Sie die drei Vektoren in einer Orthonormalbasis, z.B. a = e;a’, und
nutzen Sie die Eigenschaft €;jx€mnk = 0im0jn — 0ind;m des Levi-Civita-Symbols. Sie kénnen
auch alle Indizes unten schreiben, z.B. a = e;a;, da in einer Orthonormalbasis a; = a' gilt.

(b) Beweisen Sie mittels der Grassmann-Identitat die Jacobi-ldentitat:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

(c) Uberpriifen Sie beide Identititen explizit fir a = (1,1,2)7, b = (3,2,0), ¢ = (2,1,1)7,
indem Sie alle in ihnen vorkommenden Terme separat berechnen.

Beispielaufgabe 5: Spatprodukt [2]
Punkte: (a)[0.5](E); (b)[1](E); (c)[0.5](E)

Diese Aufgabe illustriert einen wichtigen Bezug zwischen dem Spatprodukt und der Frage, ob drei
Vektoren in R? linear unabhingig sind oder nicht.

(a) Berechnen Sie das Spatprodukt, S(y) = vi - (va X v3), von vi = (1,0,2)7, vo = (3,2,1)
und v3 = (—1,—2,y)7 als Funktion der Variablen y. [Kontrollergebnis: S(1) = —4 ].

(b) Finden Sie durch Lésen der Vektorgleichung v;a’ = 0 denjenigen Wert von y fiir den vy, vy
und v3 nicht linear unabhangig sind.

(c) Welchen Wert hat S(y) fiir den in (b) gefundenen Wert von y? Interpretieren Sie das Ergebnis!

Beispielaufgabe 6: Geschwindigkeit und Beschleunigung [3]

Punkte: (a)[1](E); (b)[1](M); (c)[1](E)

Gegeben sei die Raumkurve v = {r(t) |t € (0,27 /w)}, £(t) = (aC(t),S(t))" € R2 mit C(t) =
cos [m (1 — coswt)], S(t) =sin [r (1 — coswt)], und 0 < a,w € R.

(a) Berechnen Sie dazu den Geschwindigkeitsvektor, 1:(¢), und den Beschleunigungsvektor, ¥(t).
Lasst sich r(¢) durch 1(¢) und ¥(t) ausdriicken?

(b) Konnen Sie die Kurve ohne den Parameter ¢ durch eine Gleichung darstellen? Um welche
Kurve handelt es sich? Skizzieren Sie die Raumkurve fiir den Fall a = 2.

(c) Berechnen Sie r(t) - ¢(¢). Fiir welchen Wert von a gilt r(¢) - ©(¢) = 0 fiir alle ¢?



Beispielaufgabe 7: Linienintegral: Bergwanderung [3]
Punkte: [3](M)

Zwei Wanderer wollen vom Punkt o = (0, 0)7 im Tal zu einer Berghiitte y
am Punkt r; = (3, 3a)” wandern. Wanderer 1 wihlt den geraden Weg
zwischen Tal und Hiitte, ;. Wanderer 2 wahlt einen parabolischen Weg,

7o, liber den Gipfel bei ry = (2, 4a)”, dem Scheitel der Parabel (vgl. Skiz-
ze). Auf sie wirkt die Schwerkraft F, = —10e,, sowie eine hthenabhangi- M

ge Windkraft, F,, = —1°e,. ro T

Y2 r
ry

Finden Sie die von den Wanderern entlang v; und 75 verrichtete Arbeit, W[vy;] = — f% dr-F, als
Funktion des Parameters a. [Kontrollergebnisse: fiir a = 1 gilt W[y;] = 39, W/[ys] = 303/5.]

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 22]

Hausaufgabe 1: 1/(1 + z?)-Integrale mittels trigonometrischer Substitution [3]

Punkte: (a)[1](E); (b)[2](M).

Fiir Integrale, die 1/(1+2?) enthalten, empfiehlt sich die trigonometrische Substitution z = tany,
denn dadurch erhilt man 1 + 22 = sec?y. Berechnen Sie mittels dieser Substitution folgende

Integrale I(z); tiberpriifen Sie lhre Ergebnisse durch Berechnung von %(ZZ).
[Kontrollergebnis: (a) I(1) = %; (b) fir a = L 1(2) = T+ %]

(a) ](z)z/ozdxl_:ﬁ (b) ](z):/ozdxm.

Hausaufgabe 2: Elementare Vektorrechnung [3]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (c)[1](E)
Seien die Vektoren a = (2,1,5)7 und b = (—4,3,0) gegeben.

(a) Berechnen Sie ||b||, a—b, a-b und a x b.
(b) Zerlegen Sie a in einen Vektor a parallel zu b and einen Vektor a; senkrecht zu b.

(c) BerechnenSieaj-b, a,-b, ajxbund a; xb. Entsprechen die Ergebnisse ihren Erwartungen?
[Ergebniskontrolle: (a) a-b+",(a x b)" = =30, (b) > ;(a))" = 1, >_,(ar)’ = 73]

Hausaufgabe 3: Levi-Civita-Symbol [2]
Punkte: (a)[0,5](E); (b)[0,5](E); (c)[0,5](E); (d)[0,5](E).

(a) Ist die Aussage CLiCLjGZ'jg = b™b"%,,,o wahr oder falsch? Begriinden Sie |hre Antwort.

Driicken Sie die folgenden k-Summen iiber Produkte von zwei Levi-Civita-Symbole durch
Kronecker-delta-Funktionen aus:

(b) €rir€2sk, () €2jkEriz, (d)  €eriners;

Hausaufgabe 4: Lagrange-ldentitit [3]
Punkte: (a)[1](E); (b)[1](E); (¢)[1](E)



(a) Beweisen Sie die Lagrange-ldentitat fiir beliebige Vektoren a, b, ¢, d € R?:
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c).
Hinweis: Nutzen Sie das Levi-Civita-Symbol!

(b) Berechnen Sie [mittels (a)] den Betrag ||a x b|| und driicken Sie das Ergebnis aus durch ||a||,
||b|| und den Winkel ¢, den die Vektoren a und b einschliessen.

(c) Uberpriifen Sie die Lagrange-ldentitit explizit fir a = (2,1,0)7, b = (3,-1,2)7, ¢ =
(3,0,2)T, d = (1,3, —2)7, indem Sie alle Terme darin separat berechnen.

Hausaufgabe 5: Spatprodukt [3]
Punkte: [3](M)

Berechnen Sie das Volumen V(¢) eines Parallelepipeds, das 3
durch drei Einheitsvektoren vy, v, und v3 aufgespannt wird, die
paarweise jeweils den Winkel ¢ einschlieBen (mit 0 < ¢ < %ﬂ;
warum ist diese Einschrankung notig?).

Kontrollergebnisse: (i) Was erwarten Sie fiir V(Z) bzw. V(37)?

(ii): V(%) = \/%
Hinweis: Wahlen Sie die Orientierung des Parallelepipeds so, dass v; und vy beide in der durch e;
und e, aufgespannten Ebene liegen und e; den Winkel zwischen v; und v, halbiert (siehe Skizze).

Hausaufgabe 6: Kurvengeschwindigkeit und Beschleunigung [2]

Punkte: (a)[1](E); (b)[0.5](E); (c)[0.5](E)

Gegeben sei die Raumkurve v = {r(t) |t € (0,00)}, r(t) = (e, ae”)T € R, mit 0 < a € R
(0 < a < 1 fir (c)).

(a) Berechnen Sie dazu den Geschwindigkeitsvektor, 1(¢), und den Beschleunigungsvektor, ¥(t).
Lasst sich r(¢) als Linearkombination von ¥ (t) und ¥(¢) ausdriicken?

(b) Konnen Sie die Kurve ohne den Parameter ¢ durch eine Gleichung darstellen? Um welche
Kurve handelt es sich? Skizzieren Sie die Raumkurve fiir den Fall a = 2.

(c) Berechnen Sie r(t)-1(t). Finden Sie die Zeit, t(a), bei der r(¢)-r(t) = 0 gilt? [Kontrollergebnis:
t(e™?) = +1.

Hausaufgabe 7: Linienintegrale in kartesischen Koordinaten [4]
Punkte: (a)[2](M); (b)[1](E); (c)[1](M)

Sei F(r) = (2% 2,y)T ein dreidimensionales Vektorfeld in kartesischen Koordinaten, mit r =
(2,9, 2)T. Berechnen Sie das Linienintegral fﬁ/ dr - F entlang folgender Wege von 1y = (0,0,0)7

nach r; = (0,-2,1)":

(a) Yo = 71 U2 ist der zusammengesetzte Weg aus 7, der geraden Linie von ry nach ry =
(1,1,1)T, und 79, der geraden Linie von ry nach r;.

(b) 7, ist parametrisiert durch r(t) = (sin(xt), —2tY/2 )T, mit 0 <t < 1.



(c) 7. ist eine in der yz-Ebene liegende Parabel der Form z(y) = y? + %y.

[Ergebniskontrolle: die Summe der Antworten aus (a), (b) und (c) ist —6.]

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 20]




