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Blatt 01: Mathematische Grundlagen

Losung Optionale Aufgabe 1: Gruppe der diskreten Translationen in einer Dimension

[4]
(a)

Wir betrachten die Gruppenaxiome:

(i) Abgeschlossenheit: Die ganzen Zahlen sind abgeschlossen beziiglich der iiblichen Addi-
tion: m,n € Z = m+n € Z. Alle z,y € G sind ganzahlige Vielfache von J, also
existieren n,,n, € Z mit x = An,,y = An,. Folglich gilt T'(z,y) = X -n, + A - n, =
A(ng+ny) eN-Z=G.V

(ii) Assoziativitat: Die tibliche Addition reeller Zahlen ist assoziativ: a,b,c € R = (a+b) +
c=a+(b+c). Firz,y, z € G folgt somit: T(T'(z,y),2) =T(x+y,2) = (z+y)+2z =
r+y+2)=T(x,y+2)=T(x,T(y,2)). v

(iii) Neutrales Element: Das neutrale Element ist 0 = A -0 € G: Fir alle z € G gilt:
T(x,0)=x+0=2z. v

(iv) Inverses Element: Das inverse Element von n € Z ist —n € Z. Damit ist das inverse
Element von z = A - n € G gegeben durch —z := A - (—n) € G, denn T'(z, —z) =
An+A-(—n)=A-(n+(—n))=A-0=0. Vv

(v) Kommutativitat (damit die Gruppe abelsch ist): Fiir alle z,y € G gilt: T'(x,y) = z+y =
y+x = T(y,x), da die libliche Addition von reellen Zahlen kommutativ ist. v/

Da (G, T) die Eigenschaften (i)-(v) erfiillt, ist es eine abelsche Gruppe. v/
Anmerkung: Fir A = 1 ist (G, T) identisch zu (Z,+).

Die Gruppenaxiome von (T, 4 ) folgen direkt aus denen von (G, T):

(i) Abgeschlossenheit: 7,,7, € T = T, + Ty, = Tr@y € T, denn falls 2,y € G, dann
T(xz,y) € G [siehe (a)]. v’
(i) Assoziativitat: Fur T,,7,,T. € T gilt: (To +T,)+T. = Tr@y +T. =
:+ (T +T.). v

(iii) Neutrales Element: Das neutrale Element ist 75 € T: Fiir alle 7, € T gilt: 7.+ Ty =
Tr(2,0) = Toro =To. v

(@)
Tr(r(@y),2) = TT@rw.e) = Te ¥ T,z =

(iv) Inverses Element: Das inverse Element von 7, € T ist 7_, € T, wobei —z das inverse
Element von x € G beziiglich T ist: T, + 7T, = Tr@,—2) = Tot(—2) = To- ¥
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(v) Kommutativitdt (damit die Gruppe abelsch ist): Fiir alle z,y € G gilt: T,+7, =
Trey) = Trye) = Ty+ T, da die Verkniipfung 7' in G kommutativ ist. v/

Da (T, +) die Eigenschaften (i)-(v) erfiillt, ist es eine abelsche Gruppe. v/

Lésung Optionale Aufgabe 2: Gruppe der diskreten Translationen auf einem Ring [4]

(a) Wir betrachten die Gruppenaxiome:

(i) Abgeschlossenheit: Per Definition liefert Addition ganzer Zahlen modulo N eine ganze
Zahl zwischen 0 und N—1 (beide inklusive): a,b € Z = (a+b)mod N € ZmodN. Alle
x,y € G sind ganzahlige Vielfache (€[0, N—1]) von ), also existieren n,,n, € ZmodN
mit © = An,, y = An,,. Folglich gilt T'(z,y) = - (ny+n,)modN € A-ZmodN = G. vV

(ii) Assoziativitdt: Die iibliche Addition ganzer Zahlen ist assoziativ, m,n,l € Z = (m +
n)+1=m+ (n+1), und diese Eigenschaft bleibt auch fiir Addition modulo N erhalten.
Fir z,y, z € G folgt somit: T'(T'(z,y),2) = X+ ((ny +ny) +n,)(modN) = X - (n, +
(ny +n.))(modN) =T(x,T(y, 2)). v

(iii) Neutrales Element: Das neutrale Element ist 0 = XA -0 € G: Fiir alle z € G gilt:
T(x,0) =A-(ny +0)(modN) =z. v

(iv) Inverses Element: Das inverse Element von n € ZmodN ist [N + (—n)|modN €
Zmod N. Folglich ist das inverse Element von x = A - n € G gegeben durch —z := \ -
(N+(—n)) € G,denn T'(x,—z) = A-(n+(N+(—n)))(mod N) = A-0(modN) = 0. v

(v) Kommutativitat (damit die Gruppe abelsch ist): Fiir alle z,y € G gilt: T'(z,y) = X -
(ny +ny)modN = X- (n,+n,)modN = T'(y, x), denn die iibliche Addition von reellen
Zahlen ist kommutativ, m,n € Z = m+n = n+m, und diese Eigenschaft bleibt auch
fiir Addition modulo N erhalten. v/

Da (G, T') die Eigenschaften (i)-(v) erfiillt, ist es eine abelsche Gruppe.

Die Gruppenaxiome von (T, +) folgen direkt aus denen von (G,T):

(i) Abgeschlossenheit: 7,,7, € T = T,+7T, = Trzy € T, daz,y € G = T(z,y) € G
[siehe (a)]. v/
(i) Assoziativitat: Fir 7,7, T. € T gilt: (T,+7T,)+7T. = Tr@y+7T: =

Tr@eas = Trerwa) = Tot Trgs = T+ (T, +T). v

(iii) Neutrales Element: Das neutrale Element ist 7y € T: Fiir alle 7, € T gilt: 7.+ 7Ty =
7}(95,0) =To="T:. vV

(iv) Inverses Element: Das inverse Element von 7, € T ist 7_, € T, wobei —z das inverse
Element von x € G beziiglich T ist: T, +T_, = Tr(w,—2) = Tot(—2) = To- v

(v) Kommutativitdt (damit die Gruppe abelsch ist): Fiir alle z,y € G gilt: T,+7T, =
Tr(zy) = Treye) = Ty + Tz, da die Verkniipfung T in G kommutativ ist. v/

Da (T, +) die Eigenschaften (i)-(v) erfiillt, ist es eine abelsche Gruppe. v’



Lésung Optionale Aufgabe 3: L’Hopitalsche Regel [4]

f=) _ (@)

Fiir (a,b) konnen wir die L'Hépitalsche Regel in der Form lim,_,,, W@ = lim, 4, Vi) anwenden,
da die gegebenen Funktionen f und g beide am Grenzpunkt o verschwinden, wahrend f’ und ¢’
dort endlich sind:

()
(b)
()

2+ (a-Dr—-a . 20+(a—1) 2+ (a—1) |a+1

lim = lim = = )

=1 124 2x —3 =1 2x+2 2+2 4
sin(ar) .. acos(ar)

lim =
=0 ¢ +ax? 2-0 14 2ax

Wir verwenden lim,_,q E y = lim,_,o f:gz) lim,_,o f,,( da nicht nur f und g, sondern

auch f" und ¢’ bei x = 0 verschwinden.

=[a].

. l—cos(ax) . asin(az) a? cos((m)] a
lim ————— = lim ———— = lim =|—.
z=0  sin‘x 20 2sinz cosz @0 2[cos? x — sin’ 7] 2

Wir wenden die L'Hopitalsche Regel dreimal an, da £ (0) und g™ (0) fiir n = 0,1,2 alle
verschwinden:

, 23 , 322 6z 6 —6
lm—— =lim——— =lm———— =lim ——— = |—|.
20 sin(az)—axr 20 acos(ar)—a -0 —a?sin(axr) -0 —adcos(axr) |a’

Die naive Losung, lim, _,o(z In ) - 0 - oo, ist nicht wohldefiniert, daher verwenden wir die
L'Hépitalsche Regel fiir den Fall lim,_,o |f(x)|= lim,_o |g(z)| = oo, mit f(z) = Inx und

g(z) = z

1
Inz =
lim(zlnz) = lim — = lim = lim —z =[0].
z—0 z—0 r— 1 r—0 —— 2 x—0

Lésung Optionale Aufgabe 4: L’Hopitalsche Regel [4]

Wir verwenden die L'Hopitalsche Regel, lim féxi = lim 58 einmal fiir (a,b), zweimal fiir (c),
:E—):EO T—TQ
viermal fiir (d):
?»+2—-a)x—2a . 22+2—-a) 2a+2-a) |a+2

1 == = = .
e z2 (a+1)x+a xl—rilex—(a—i-l) 2a — (a+1) |a—1

. sinh(z) . cosh(z) 1
lim ———— =lim —————=|—|.
z—0 tanh(az)  2-0gsech’(az) |a

| e —1 _ 2we”” , 2(1 4 2z)e” [ 2]
im———— =lim———=lim——F— = | — |
z—0 (eax — 1)2 z—0 2a(eax — 1) z—0 2a2eax 72
. cosh(aw) +cos(ar) —2 . sinh(ar) —sin(az) . ,cosh(aw) — cos(ax)
alcl—r>r(l) i N a:l—r>% a4 43 - 91613% “ 4 . 322
i g sinh(ax) + sin(ax) i gt cosh(ax) + cos(ax) _ 1+1 a_4 .
=0 4.3 2z z—0 4.3-2 24 12




(e) Fiir a <0 ist die Aussage trivialerweise wahr, da dann sowohl In®(x) als auch z” fiir z — 0
?

verschwinden. Wir betrachten daher den Fall a > 0. Die naive Lésung, lim, ,o(z” In®z) =
0 - oo, ist nicht wohldefiniert, daher verwenden wir die L'Hopitalsche Regel fiir den Fall

limg, o [ f(2)| = limg0 |g(2)| = oo, mit f(2) = In"z und g(z) = ;=:

In“x a(lnz)*—1t a
lim (2 In® z) = lim =1 L = —— lim(z’ "' 2).
z—0 z—0 =B z—0 _6:{:—6—1 6 20

Der letzte Ausdruck hat eine dhnliche Form wie der urspriingliche, wobei aber die Potenz
des Logarithmus um eins verringert wurde. Wiederholen wir dieses Vorgehen, erhalten wir
lim,_,o o< (z°In®"™z) nach n Schritten. Dieser Ausdruck ist [0}, sobald n groBer als o wird.

[Gesamtpunktzahl Optionale Aufgaben: 16]




