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Blatt 01: Mathematische Grundlagen

Lésung Hausaufgabe 1: Verkettung von Abbildungen [2]

(a) Da0*=0, (1) =1, (£2)? =4, ist das Bild von S unter A gleich T'= A(S) =[{0,1,4}|.

(b) Dav0=0,V1=1,4=2,ist das Bild von T unter B gleich U = B(T) =|{0,1,2}|.

(c) Die verkettete Abbildung C' = BoA ist gegebendurch|C': S — U, n+~ C(n) = vVn? = |n||.

(d) A, B und C sind alle surjektiv. B ist injektiv und folglich auch bijektiv. A und C sind
nicht injektiv, da beispielsweise die Elemente +2 und —2 dasselbe Bild unter A haben, mit
A(£2) = 4, und entsprechend C(£2) = 2. Daher sind A und C auch nicht bijektiv.

Losung Hausaufgabe 2: Die Gruppen der Addition modulo 5 und der Rotationen um
Vielfache von 72° [3]

@ |+ |0 1 2 3 4 (b) . r(0)  r(72) r(144) r(216) r(288)
00 1 2 3 4 r(0) | r(0)  r(72) r(144) r(216) r(288)
111 2 3 40
1o 3 4 0 1 r(72) | r(72) r(144) r(216) r(288) r(0)
313201 2 r(144) | r(144) #(216) r(288) r(0)  r(72)
4 (4 01 2 3 r(216) | r(216) r(288) r(0) r(72) r(144)
Das neutrale Element ist r(288) | r(288) r(0)  r(72) r(144) r(216)

0. Das inverse Element von Das neutrale Element ist r(0).

n € Zs ist 5 —n. Das inverse Element von r(¢) ist (360 — ¢).

(c) Die Gruppen (Zs, +) und (R72, +) sind isomorph, da ihre Verkniipfungstabellen identisch
sind, wenn wir das Element n aus Z; mit dem Element 7(72n) aus Rz identifizieren.

(d) Die Gruppe (Rs360/m, *) der Rotationen um Vielfache von 360°/n ist isomorph zu der Gruppe
(Z,,, +) der ganzzahligen Addition modulo n.

Losung Hausaufgabe 3: Zerlegung von Permutationen in Sequenzen von Paarpermuta-
tionen [2]


https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

(a) Die Permutation [132] ist selbst eine Paarpermutation, da nur die Elemente 2 und 3 vertauscht
werden. lhre Paritat ist daher ungerade.

(b) Um 123 % 231 durch Paarpermutationen zu erhalten, bringen wir erst die 2 an die erste
213 321

Stelle, dann die 3 an die zweite Stelle: 123 =% 213 224 231, daher [231] = [321] 0 [213], mit
gerader Paritat.

Im Folgenden gehen wir analog vor: wir bringen die natiirlich geordnete Zahlenfolge durch Paar-
permutationen in die gewiinschte Reihenfolge, wobei wir von vorne nach hinten vorgehen:

[3214] [1432]

(c) 1234 43214 9 3412 = [3412] = [1432] 0 [3214] gerade

[3214] [1432] [2134

(d) 1234 P2 3214 % 3412 P2 3421 = [3421] = [2134] 0 [1432] 0 [3214] ungerade

15342 13245 [12435

(e) 12345 V2% 15342 25 15243 P25 15234 = [15234] = [12435]0[13245]0[15342] ungerade

32145 21345 [15342

(F) 12345 P25 32145 P25 31245 V251 31542 = [31542] = [15342]0[21345]0[32145] ungerade

Lésung Hausaufgabe 4: Algebraische Manipulationen mit komplexen Zahlen [3]

(@) +if=(z+ily+1))*=|2"—(y+1)* +i2z(y +1)
z z 241 (z+4iy)  (z+1-iy)
z+1 241 241 (v+1+iy) (z+1—iy)

r(z+1)+y* +ily(x +1) — zy) B r(z+1)+y*+1iy
(z+1)* +y° | @14y

(9) z_Z ZA4i (—iy) (z+i(l—y))

z—1 z—-1 z+1 (z+ily—1)) (x—i(y—1))

_ w2ty =y +i —y) —ya) _|2? +y(—y) +ie(l —2y) |

a2+ (y— 1) 2?2+ (y-1)

Lésung Hausaufgabe 5: Multiplikation komplexer Zahlen: geometrische Deutung [2]

T o B P ORE
22:\/§—iH (\/57—1) P2 = 3—|—1:2 ¢2:arctan<_%§) :HTﬂ-
23:,21222(\% \/Lgi)(\/g—i) ps=1/2+z+i+:=1 gbg:arctan(g;) =

_ 1 _ /B _ VB
e T e G )

=2 V2= (V2,-V2)

Oy = arctan(—l) = %’r



25:,21:\%—\%i|—>(\/i§,—%§) Ps = %—i—%:% qﬁgjzarctan(—l):%7r

Wie erwartet gilt:

P3 = P1pP2

Pz = 1+ 2

pe=1/p .
E—— Re(2)
Ps = P1

$5 = =1

Lésung Hausaufgabe 6: Ableitungen von hyperbolischen Funktionen [2]

(ex + e—z)? _ All(e:v . e—:v)Q

W=

(a) cosh®z — sinh?z =

=l +24+e ) -1 -2+ ) =[1].v
(b) dsinhe = Li(e" —e™) = L(e" +e7) =|coshz|. v
(c) Lcoshe = Li(e" +e7) =1(e" —e™) =|sinhz|. v
(d) i tanhe = [ dhe = cmbe s ) panl’a ), v

_ cosh®?z—sinh®z __ 1 _
- cosh? T cosh?z sech” z|. v/

d _ d coshz _ sinhz  cosh®?z __ _ 2
(e) dz cothz = dz sinhz ~— sinha sinh?z 1 — coth” ’ v
_ sinh?z—cosh?z __ o 1 | 2
- sinh? o sinh’?z csch” z|. \/

Lésung Hausaufgabe 7: Ableitungen: Produktregel und Kettenregel [2]

! _ 2 / . 1 1z 2 1

(@) fi(z) = 3%z (b) f'(z) = @212 2@2+1)32 (224 1)32

(©) f(x)=2ze'™" (d) f(z) =Ll 2o Lo In2 g2 ln29, 119 = 95°05 1 2
, 1 i_ vinzx , . 1 1 2x oz

(e)f(‘r)_\/mwg 2 2 (f)f(x)_\/z2+12\/x2+1_$2+1

Lésung Hausaufgabe 8: Ableitungen von inversen hyperbolischen Funktionen [2]

Die hyperbolischen Funktionen f = sinh und tanh sind monoton, daher gilt dasselbe fiir ihre



Umkehrfunktionen, f~! = arcsinh und arctanh. Hingegen ist cosh(z) nicht monoton, mit po-
sitiver/negativer Steigung fiir x = 0. Daher hat seine Umkehrfunktion, arccosh, zwei Zweige,
welche wir getrennt betrachten. Wir berechnen jeweils die Ableitung von f~! mittels (f~1)'(x) =

1

f/(y)|y:f71(z) |

()

arcsinh ist die Umkehrfunktion von sinh, mit sinh(arcsinhz) = z.
Die Steigung von sinh, gegeben durch sinh’z = coshz, ist positiv
fiir alle x € R. Daher ist sinh: R — R monoton, und ebenso seine
Umkehrfunktion, arcsinh: R — R.

1 1
arcsinh’ x = —— — ‘
sinh (y) ‘y=arcsinhm COSh(arcsmh :lj)
_ 1 1
\/1 + sinh?(arcsinh ) V1+a?

arccosh ist die Umkehrfunktion von cosh, mit cosh(arccoshz) = .
Wir betrachten die beiden Zweige von arccosh mit positiver bzw.
negativer Steigung getrennt.

I: Die Funktion cosh: (0,00) — (1, 00) hat eine positive Steigung
cosh’ z = sinh z, und die Umkehrfunktion

arccosh: (1,00) — (0, 00).

IIl: Die Funktion cosh: (—o00,0) — (00, 1) hat eine negative Steigung
cosh’ z = sinh z, und die Umkehrfunktion

arccosh: (1,00) — (0, —00).

Mit dem oberen/unteren Vorzeichen fiir Zweig 1/11 erhalten wir

1 1
COSh/(y)|y:arcc0shac N Sinh(&l‘CCOSh 1‘)

+1 B
\/ cosh?(arccosh z) — 1 72— 1

arccosh’ z =

Sofern nicht anders angegeben, bezeichnet die Notation arccosh iibli-
cherweise Zweig |.

arctanh ist die Umkehrfunktion von tanh, mit tanh(arctanh z) = .
Die Steigung von tanh, gegeben durch tanh’z = sech®z, ist positiv
fur alle z € R. Daher ist tanh: R — (—1,1) monoton, und ebenso
seine Umkehrfunktion, arctanh: (—1,1) — R.

1 1
tanh’(y)|y—arctanhz  sech?(arctanh z)

1 1
~ 1—tanh®*(arctanhz) |1—a2|

arctanh’ z =

sinh z

/" arcsinh

-3 -2 -1 1 2 3
-1
------ D
-3
3coshx
2 L .
I
farccosh
-3 -2 -1 1 2 3
-1
-2
-3
3
coshx\i 1I
-3 2 -1 2 3
_1
-2} arccoshz
-3
3 rarctanh x
5 H
1
tanh x
-3 -2 1 2 3




Lésung Hausaufgabe 9: Partielle Integration [4]

! i

(a) I(z)z/ozda:;sinz%): E (—%COUS(Q;E))T—/Ode 1 - (1 cos(22))

0

=| —3zcos(2z) + 1sin(2z2)

1
I'(2) = =1 [cos(22) — 225in(22)] + 12 cos(22) £ 2sin(22) (5L
(b) I(2) :/ dx 2% cos(2z) = [xz %Sin(2x)]z —/ dz 2z $sin(2z), (a) nutzen:
0 0 0
@ 12%sin(2z) + 1z cos(22) — 1sin(22) 1(%) L -z
I'(z) = zsin(22) +2” cos(22) + 5 cos(2z) — z sin(22) — 1 cos(22) L 2%cos(22)
(c) I(») :/ dz (Inx) z = [(lnx) %xﬂz —/ dz 1 12%=|(Inz)iz*—17°
0 0 0
I'(z) = i%zQ—i—(lnz)z—%zé(lnz)z [(1)2_%

u

d 1(z) = dz (Inz) 2" = |[(Inz) Lzt T de 1 L pntl
n+1
0
11

0

=|(Inz) 52" — mznﬂ [fir n > —1]

Zur Bestimmung von [In(z)2™ "] _, (mit m = n+ 1 > 0) liefert der Satz von L'Hépital
(siehe Blatt 01, optionale Aufgaben 3,4):

In(z)z™],_, = lim — = lim

d -1 m
Inx o nz . T o x
z—=0 ™™ 20 di;p—m =0 —my—(m+1) z—0

xX

Die Divergenz von In(x) fiir x — 0 ist so schwach, dass jede positive Potenz von z sie

unterdriickt.
n n n Y n v oo
I'(z)= %%Hz 4 (Inz)" — %Hz = (Inz)z I(1) = W
(e) I(2)= / dz cosx cosz = [cos:c sin a:] - / dz (—sinz sinx)
~— —
0 ’ ‘ cos?2z—1
=coszsinz — I(z) +/ de 1, nach I(z) auflosen:
0
I(z) =|3(cos zsinz + 2)
/ 1 = 2 2 v 2 Vo
I'(z) = 5(—sin® 2z + cos™ z + 1) = cos” 2 I(m) =3



/

/

3
8

(fy I(z)= / dx cos® z cosx = [Cos3x Sinx} —/ dz (—3cos’z sinz) sinx
0 0 0 ——
1—cos?
= cos® zsinz — B[I(z) —/ dr cos® x} , nach I(z) auflsen, (e) nutzen:
0
I(2) © 1 [cos® zsinz + 3(cos zsin z + z)] I(r) <
I'(z) =1 [—3 cos® zgin® z +cos 2 4+ 3(—sin® 2 4 cos® z + 1) L cost 2
1—cos? z
Lésung Hausaufgabe 10: Integration mittels Substitution [3]
@) I(z) = / dz 2* Va3 +1 [y(z) = 23 + 1, dy = 322 dz]
0
N T e M E TR ST TR
- 3 y\/§—9y _9[(Z+> }
y(0) !
I'(z) = 3(* +1)1/2 4.3 VA1 1(2) < 2

I(z) = / dz sinx " [y(x) = cosz, dy = —sinx dz]
0
y(2) cos z
:_/ dyey:—ey P
y(0) !
I'(z) = —e“*L cos 2 L 657 gin 2

I(z):/dxcossx:/dxcosx[l—sian}
0 0

[y(x) = sinz, dy = cosx dx]

y(z) 9 13sinz
— [ - =
Y

0

sin z — %sin3 z

(0)

I'(2) = cos z — sin® z cos z = cos z(1 — sin® 2)

L cos® I(%)éﬁi

I(z) = / dx sinh® o :/ dzsinh z[cosh®z — 1] [y(z) = coshz, dy = sinh zdz]
0 0

y(z) 9 13 cosh z
—/ dy (52 — 1) = (1 — p)
y(0) 1

I'(z) = cosh? zsinh z — sinh z = (cosh® z — 1)

10 = [Carsnvaag v - v

N

y(2)
2 . 2
= = dy siny = ——=cosy
v /y(m Ve o

Tz %\/Wz L sin \/Wz\/ig

I'(z) = \%sin

1
3

cosh® z — cosh z + %

sinh z £ sinh® 2 I(In3) L o
dy = 3\/m/x dx}
\/%7 [1 — COoS \/7‘(‘2}
¥
1(3) = =

I(Z) :/ dx \/E e‘/;?’ [y(q;) — .T3/2, dy — %xl/Q dx}
0



y(2) 23/2 -
23/2
25/(0) e =3, :g[e _1}
Y
I'(z) = §eza/2%23/2 L A2 I ((ln 4)2/3) L9

[Gesamtpunktzahl Hausaufgaben: 25]




