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Blatt 01: Mathematische Grundlagen

Lésung Beispielaufgabe 1: Verkettung von Abbildungen [2]

(a) A bildet Z auf Z ab und B bildet Z auf Ng ab; C' = B o A bildet somit 7 auf Ny ab. Das
Bild von n ist C'(n) = B(A(n)) = B(n+ 1) = |n + 1| . Zusammengefasst:

C:7Z— Ny, n—C(n)=|n+1|.

(b) A, B und C sind alle surjektiv. A ist weiterhin injektiv und bijektiv. B ist nicht injektiv, da
jedes positive n € Ny das Bild zweier Punkte in Z ist, B(n) = B(—n) = n. Daher ist B
auch nicht bijektiv. Folglich ist auch C' nicht injektiv und somit nicht bijektiv.

Lésung Beispielaufgabe 2: Die Abelsche Gruppe 7, [3]

(a) Aus der Additionstabelle gehen folgende Eigenschaften hervor:

+ (0 1
(i) Abgeschlossenheit: das Ergebnis jeder moglichen Addition ist auf- 00 1
gefiihrt und liegt offensichtlich wieder in der Menge {0,1}. v/ 1110
(i) Assoziativitat:
(14+0)+0=140=1=14+0+0)=14+0=1v
0+1)+ o_1+0_110+(1+0):0+1:1/
(1+1)+0_0+0_0_1+(1+0)=1+1=0/
(1+0)+1_1+1_0_1+(0+1):1+1:0/
0+1)+ 1_1+1_0_0+(1+1)=0+0=0/
(0+0)+1—0+1—1—0+(0+1):0+1:1/

(i) Neutrales Element ist die 0, denn deren Addition liefert keine Anderung: 040 =
0+1=1.

(iii) Zu jedem Element gibt es nach Tabelle auch genau ein Inverses, d.h. in der Tabelle steht
in jeder Zeile genau eine 0.

(iv) Die Gruppe ist Abelsch, da die Tabelle symmetrisch zur Diagonalen ist.

(b) Die Gruppe ({+1,—1}, +) mit der iiblichen Multiplikation als Grup- s
penoperation ist isomorph zu Zs, da ihre Verkniipfungstabelle dieselbe +1 | +1 -1
Struktur wie die von Zs hat. -1 -1 +1



https://moodle.lmu.de/course/view.php?id=17525

Lésung Beispielaufgabe 3: Permutationsgruppen [4]

a) Die Eintrage der Verkniipfungstabelle ergeben sich durch Berechnung des Bildes von unter
Die Eintrage der Verkniipf bell ben sich durch Berech des Bild 123
P gefolgt von P'. Zum Beispiel folgt aus 123 =% 213 24 231 dass [321] o [213] = [231].

PoP |[[123] [231] [312] [213] [321] [132]
[123] [123] [231] [312] [213] [321] [132]
[231] [231] [312] [123] [321] [132] [213]
312 [312] [123] [231] [132] [213] [321]
213 [213] [132] [321] [123] [312] [231]
[321] [321] [213] [132] [231] [123] [312]
[132] [132] [321] [213] [312] [231] [123]

(b) Das neutrale Element ist die Permutation, die ‘nichts tut’, [123]. Jedes Element hat ein
eindeutiges Inverses, da jede Zeile und Spalte das neutrale Element genau einmal enthalt.

(c) Die Verkniipfungstabelle ist nicht symmetrisch, P’ o P # P o P’, daher ist S3 keine Abelsche
Gruppe. Es gilt beispielsweise [312] o [213] = [132], aber [213] o [312] = [321].

Losung Beispielaufgabe 4: Algebraische Manipulationen mit komplexen Zahlen [4]

(a) s+ Z=a+iy+2—iy=|2z]=2Re(z),
(b) Z—Z:x+iy—(x—iy)::iQIm(z),

(c) 2 7= (v +iy)(r —iy) =|2° + 37|,
2 22 x +iy)? 22—y 2
(d) tg— :<2 3/)2: 2 y2+12y2’
zZ zZ-z e+ Yy ety T4 +y
]_ 1_2+Z(a;(c) 2?[7
(e) PRI 2 4 y? |
£ 1 1_2-2&,&6) (—2y)
) === =iz
z Z 2z e +y

(8) Hz=@+)’+(@+iy) =" -y +2)+i2zy+y)|,

(h) 2 = (z+iy)’* = (2 4 32%iy + 3z(iy)* + (iy)* =| (z* — 32y”) +i(32”y — ¢*) |.

Lésung Beispielaufgabe 5: Multiplikation komplexer Zahlen: geometrische Deutung [4]

(a) Mit z; = (pj cos ¢;, p;sin¢;) und den angegebenen trigonometrischen ldentitdten folgt



23 = 2125 = p1(CoS P1+isin ¢p)p2(cos ¢o+1sin ¢g)
= p1p2 [(cOS ¢y cOS Py — sin ¢, sin ¢py)
+i (sin ¢y cos g + cos ¢y sin ¢9)]
= p1p2 [cos (¢1+d2) + isin (¢1+¢o)]
= p3 [cos ¢3+1sin 3]

Wir lesen ab: p3 = p1p2, ¢3 = (¢1+¢2)mod (27). v/

(b) Die komplexe Zahl z = x4 iy wird in der komplexen Ebene durch die Koordinaten z — (z,y)
dargestellt, mit Polarkoordinaten p = |z| = \/224? und ¢ = arg(z) = arctan(%). Diese
Formel fiir den Winkel ¢ bestimmt ihn nur modulo 7; um ¢ € [0, 27) eindeutig festzulegen,
identifizieren wir das Quadrant, das den Punkt (z,y) enthélt.

21 =V3+i— (V3,1) pr=V3+1=2 01 = arctan(\%) =z

z = —242V3i = (—2,2V3) pr=V12+4 =4 ¢ = arctan(=243) = 7

23 = 2122 = (\/§+i)(_2+2\/§i) p3=V16-3+16=8 ¢y = arctan(_:‘ﬁ) - %W
= —4/3+4i — (=43, 4)

a=toeogis = EEI=) o= wetan(G) =
= -t (-

s=m=V3-in(V3-1)  p=V3+1=2 ¢ = arctan(5) = T

Wie erwartet gilt: 23 = 2122 A Im(2)

p3 = p1p2 2

¢3 = 1+ ¢2

ps=1/p 8 ! 21/3

¢4 = —¢Pymod(27)

Ps = P1 C!

¢5 = —¢mod(27) X 26

hw/ﬁ,}ff = »’«'_11 Re(;)
) 25 = 21

Lésung Beispielaufgabe 6: Ableitungen von trigonometrischen Funktionen [1]

Mit % sinx = cos z, % cosx = —sinz, und sin? x + cos?x = 1, finden wir sofort

R s
(a) dz tanx = dz cosxz = coszw + cos?x 1 4 tan”x ’ v
2 22
_ cos ac—;sm z _ 12 —_ SeC2l‘ \/
cos? cos?
d _icosx__sinx_cosQ:r_
(b) dz cotr = dz sinz ~ sinx sinxz 1 cot”x ) v
a2 a2
— sm'xQCosac:_.l2 :—CSC2I.\/
sin? x sin? z




Lésung Beispielaufgabe 7: Ableitungen: Produktregel und Kettenregel [2]

oy 1 iy 1 1 I | 1
(a) f(z) = o (b) fi(z) = 201 2(z+1)2 2 (z+1)32  221/2(z+1)3/2
() fl(x)=¢€"(20—1) (d) f/(z) =L = Lerhd — o3 ]n 3 = 37 In3

() f(x) = lnx+% =Inz+1 (f) f'(x) = In(92%)+ 25518z = In(92?) + 2

Lésung Beispielaufgabe 8: Ableitungen von inversen trigonometrischen Funktionen [4]

Die trigonometrischen Funktionen f = sin, cos und tan sind alle periodisch, daher haben de-
ren Umkehrfunktionen, f~! = arcsin, arccos und arctan, jeweils unendlich viele Zweige, einen
fir jedes Invervall der x-Achse, auf welchem eine Bijektion definiert werden kann. Auf jedem
Zweig hat die Steigung von f~! stets dasselbe Vorzeichen wie die Steigung von f. Wir betrach-
ten reprisentative Beispiele solcher Zweige, und berechnen jeweils die Ableitung von f~! mittels

—1\/ — 1
)@ = o

(a) arcsin ist die Umkehrfunktion von sin, mit sin(arcsinz) = . Wir
betrachten zwei Zweige, in denen arcsin x eine positive bzw. negative
Steigung hat.
|: Die Funktion sin: (—%, 3m) — (—1,1) hat eine positive Steigung ,
sin’ z = cos z, und die Umkehrfunktion arcsin: (—1,1) = (=3, i7). Fsina
II: Die Funktion sin: (37, 37r) — (1, —1) hat eine negative Steigung ~ -i-1/ 1

3.1

sin’ ¢ = cos x, und die Umkehrfunktion arcsin: (—1,1) — (5, 37). -

Mit dem oberen/unteren Vorzeichen fiir Zweig 1/11 erhalten wir

ol

arcsin x

—_toR

3z
” 2

ST

OB —

. 1 1 arcsin x
arcsin’ © = —; = ,
sin’(y)|y=arcsine ~ cos(arcsin x) 0 I

+1 +1 g
1

B /1 — sin?(arcsin ) VI=a22| sinz

Sofern nicht anders angegeben, bezeichnet die Notation arcsin (bli- _gl
cherweise Zweig |.

(b) arccos ist die Umkehrfunktion von cos, mit cos(arccos x) = x. Wir o
betrachten zwei Zweige, in denen arccos eine negative bzw. positive
Steigung hat. .
I: Die Funktion cos: (0,7) — (1, —1) hat eine negative Steigung AN
cos’ x = —sinz, und die Umkehrfunktion arccos: (—1,1) — (m,0). -
IIl: Die Funktion cosz: (—m,0) — (—1,1) hat eine positive Steigung
cos'z = —sinz, und die Umkehrfunktion arccos: (—1,1) — (-, 0). L
Mit dem oberen/unteren Vorzeichen fiir Zweig 1/11 erhalten wir




arccos' © = = — :
cos'(Y)|y=arccosz  Sin(arccos ) 2
COSl’/}
= :':1 = q:1 - z-1 13 n
/1 — cos?(arccos z) V1—2? “Warccosz
#
Sofern nicht anders angegeben, bezeichnet die Notation arccos (bli- ';_,,
cherweise Zweig |.
(c) arctan ist die Umkehrfunktion von tan, mit tan(arctanz) = x. Die
Steigung von tan, gegeben durch tan’ x = sec? z, ist fiir jeden Zweig tan
positiv. Wir betrachten nur den um null zentrierten Zweig, )
tan: (=5, 5) — R, mit der Umkehrfunktion arctan: R — (=%, J): /arctan
arctan’ x = ! = 1 -z
 tan’(y)|y—arctanz  sec2(arctan x)
B 1 [ -
1 +tan?(arctanz) | 1+a22|
Lésung Beispielaufgabe 9: Partielle Integration [6]
(a) I(») :/o dr z e** = [a: %ezx]o —/0 de 1 -1e* =|1ze” —1[e¥” —1]
I'(z) = [3(1+22) — 12] €** L e 1(3) L :
Beachten Sie das Kiirzungsmuster: I' = v'v + uv’ — u'v = uv’. [Analog bei (c,d).]
(b)  I(2) :/ dr 2* e* = [xQ %621} —/ dz 2z 1e*
0 0 0
Das Integral rechts lasst sich durch nochmalige partielle Integration I6sen, siehe (a):
@[1.2.22 22 2z
I(z) = | 327 — 1ze* + 1 [e* — 1]
I'(2) = [(22 +222) — 1(1 +22) + 12] &% £ %% IAyLe-1
Da zweifach partiell integriert wurde, ist das Kiirzungsmuster komplizierter als in (a).
(c) I(z):/ dz (Inz)-1 = [(lnx) x} —/ dr 2 z=|(Inz)z— 2
0 0 0
I’(z):%z—i-lnz—lélnz I(l)é—l

I(z):/ozda: (o) L — () 2&5}2—/:@1:5 1 ovz —[(n2)2v —avz

Zur Auswertung von [In(x)+/x],_, wurde der Satz von L'Hopital benutzt
(siehe Blatt 01, optionale Aufgaben 3,4):



1 4 -1
[(111:):)\/5] S L N TN | I | [—2351/2] =1[0].

=0 z—0x~ 12 250 di$*1/2 z—0 —%x—3/2 z—0
x

Folglich divergiert In(x) so langsam fiir z — 0, dass \/x diese Divergenz unterdriickt.

v v
I'(z) =2 [%x/EJr(lnz)%\/%] 43 L L () (1)< 4
(e) I(2) :/ dz sinz sinz = [sinx (— cos x)r —/ dz cosz (—cosx)
—_——
‘ ’ ‘ sin? z—1
Wir driicken das Integrals rechts wieder durch I(z) aus,
I(z) = —sinzcosz — I(z) +/ dz 1, und I6sen nach I(z) auf:
0
I(z) =|i(—sinzcosz + 2)
1 1 2 2 Vo2 Vo
I'(z) = 3(—cos” z +sin" z + 1) = sin” 2 I(m) =73

! v

() I(z) = / dw sin® x sinx = [sin?’x (— Cosx)]z - / dz (3sin’*z cosz) (— cosz)
0 0 ~ -

0
~

sin? z—1

Wir driicken das Integrals rechts wieder durch I(z) aus,

I(z) = —sin® zcos z — 3[[(2) —/ d sin? az] , l6sen nach I(z) auf, und nutzen (e):
0

[—sin® zcosz + 3(—sinzcos z + 2)]

~
—~
N
N—
I
W=

. : : aw
—3sin® zcos’ z +sin' 2 + 3(—cos’ z +sin* 2+ 1)| =sin*z  I(7) =&
~——

~
3
~—~
N
N—
I
P
[ —

1—sin? z

Lésung Beispielaufgabe 10: Integration mittels Substitution [4]

(a) I(z) = /OZ dz x cos(z® + ) [y(z) = 2%, dy = 2z dx]

2

y(2) z
= %/(0) dy cos(y +m) = §sin(y + ) .= Lsin(z® + )
y
I'(z) = $cos(2* + m) L22 L cos(22 +7) 2 1(\/%) L —3
(b) I(z) = / dz sin®zcosz ly(x) = sinz, dy = cosx dz]
0
y(2) sin z
:/ dy y3:iy4 = %sin‘lz
y(0) 0
/ .. 3 d .- v . 3 !
I'(z) =sin” 2z {;sinz = sin” zcos z I(7) =1

(c) I(z) = / drsin®z = / dasinz[1 — cos® z] [y(x) = cosz, dy = — sinz dz]
0 0



Ccos z

y(2)
—— [y -y = - )

(0)
I'(z) = sin z + cos® z(—sin z) = sin z(1 — cos® 2) L sin® 2 1(%3) L =

=|—cosz+ 3cos’ 2z + 2
1

I(z) = / dz cosh® z :/ dz coshz[1 + sinh® 2] [y(z) = sinhz, dy = coshzdz]
0

0

y(2)

sinh z
= / dy (1+9%) = (y+ 3v°) = |sinh z 4+ %sinh?’ z
4(0) 0
I'(%) = cosh z + sinh? z cosh z = cosh z(1 + sinh® 2) L cosh® z I(In2) L &

I(z)—/ozdm Vit +1) =5 ly(x) = In(z 4+ 1), dy = 115 dz]

y(2) In(z+1)
:/ dy Vi+y=30+49)" = §[(1+1n(z+1))3/2—1]
y(0)
]’/( . 1/21 i 1 3 i "
z)—(1+ln(2+1)) Ln(z+1) =/1+In(z+1) ;5 I(e?—1) = 1
I(Z) :/ dx xBefx‘l [y<x> _ 1’4, dy _ 4;63 dl’]
0
y(2) pt .
y(0) 0
I(z)=je=gat Lo [(Vin2) £ L

[Gesamtpunktzahl Beispielaufgaben: 34]




