Beispiel 1: Wegverformung 3%1- lcq. 2'!

b
Berechne: I = C? dz {6) mit fz) = = Q) , a
: /f/ ]
Lésung: -Y (z) = -=, existiert firale 2 #o . () \’1\_/{'&&

zb

[Man sagt:
Folglich ist

hat eine 'Singularitdt’ oder 'Pol’ bei t=o ]

T
;_‘ analytischauf  C \{o} B) = (rh X‘L) (1)

Ca = (s,
Deswegen kann Wegunabhdngigkeit (3¢.2) genutzt werden, * (X‘;, ¥ )

um Integrationsweg zu einem Kreisweg zu "verformen",

fiir den das Integral aus (€9.2d.5a,b) bekannt ist: %x
| 7% Q
Y] (€9.2f.1)
T = {9&@ fay LV [de fa) + f?i‘“*’ © — -
(\Gn |53 § ] ‘ 0 C
(€9.3c. 2)
Wegunabhdngigkeit: JA -f(‘e) + jof"c fiz) ® 2 a 1"
¥y
(denn ¥, und ¥4
(€9.2£.1), (5) 1 (€9.2d.3) (€9.2d.50) haben denselben Anfangs- und
= 45 t 3T = I_‘ = 2mi (8 Endpunkt, und auf dem Gebiet
dazwischen ist f(z) analytisch.
. Ditto fii d ¥, .
Kurzfassung: 9(5 dt £(2) = ?dé 7 = 2T ) o fir §, un 4
Beispiel 1: Wegverformung, Fortsetzung I b ‘C 2.2k
Alternative Konturverformung: % 4
fx - f(”‘@»m B o= (¥s, Yo, ¥a) ¥ | ¥s \ %
El, 2 ~ d
B = (Ye¥a¥o) ® Ue do | Rez
(hieozts % S
Ede $63 =4 Fey jdz— fg w ¥
¥ I
Aber:
2),3).(c9.24.1) (@
DL /[Jal% fy + jb‘h fey + fole 1‘(%)] Jol'l- foy = —jh fo @
X‘\ b 1o
heben sich (69) bilden Kreis heben suchT}U _f“h' floy = —Jo(% fa o

+I J&ie fo jxfﬂ(e) . J&o‘(’e Hz)] (s i+

_ N . J b by + o (69;2d.3)1 (69;2d.52a1)t£
Cs B ®)
Kurzfassung: glﬁ dz LE‘ = de ‘3- = wy )
! Ch

(9) gilt fiir jede geschlossene Kontur, die =0 umschliesst!




Beispiel 2: Geschlossener Weg Y um Polbei 2.0 (2 ec) ‘ Cq.2¢

1w N T
C_% dz (-2) = g 5,4',( () ) Ce
Y
o . .
Verforme Weg zu Kreis mit Radius £ , Mittelpunkt 2, : 20
_ ' .
CK={%(¢) = zaa-Ke“f , %e(gzw)} U
Re(2)
) (©92i 2)@ A (©9:262) m n
3 (¢-2 ) dz
n /JA ‘{:(# 73 (7—'(4’5 -2 ) )
Wegverformung P (€9.2d.6)
(13} .o U S :
[analog zu Seite €9.2d] = Jdlf tRe ‘#(R et ¢) = a4} gn’ -1 W
]
(=) ) ) [extra Vorzeichen, /} 2
Analog: IV\ = @ d% (E = E,) = -2 Sy",_l (s) wegen Jd#
f [
Faustregel: Geschlossener Weg darf beliebig verformt werden,
solange dabei keine Singularitdt tiberkreuzt wird!

g -2 - 4O - o v
Satz: Cauchy's Integralformel (optional) | C9-2m
Sei 5 £ € ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, { < § 3
ein ‘einfach’ geschlossener (d.h. Windungszahl = 1), positiv
orientierter Weg, f(2) eine Funktion, die auf 6 analytisch ist, 1
und 2, einPunkt innerhalb ¥ . Dann gilt: éﬁ

-s:(z) = _é?— _-‘_‘_('_1’-)—— w %o
“ Yz -3
Bemerkenswert: Das Verhalten einer analytischen Funktion im Inneren eines Gebiets
(hier das von \G eingeschlossene) ist vollstdndig durch ihre Werte am Rand festgelegt !
Begriindung: Verforme zu einem infinitesimal kleinen Kreis
mit Mittelpunkt 2, Radius z:  ( = { ¢$) = 2. + te * | $e (D,Z@} &)
96 dz {(3) (a2 de £ ®
2T t-2 g Wi T-2, denn fiir s—-> o gilt
Wegverformung Cs if £—o
f(%\l fla,rce'T) =5 F) ©
3EeCe
kleiner Kreis: £2e 1[(3‘,)
7-1", C ° = F(io) (T)
L (14

="2my




C9.3 Reihenentwicklung einer analytischen Funktion

-r (%) analytisch auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet
S =€ | dann hat die Reihen-Entwicklungv.  {/z) um einen

Punkt 2, € 4 die Form einer Taylor-Reihe:
o9

4 L
ey = L @a(t7) L Gw o= ar T (wie im Reellen) 0
- !

- -0

+— n-fache Ableitung

[(1) konvergiert iiberall in (‘,% (grosste offene Kreis < 6 . mit Mittelpunkt Z_ )]

Wichtige Potenzreihen (bereits bekannt im Reellen, gelten genauso im Komplexen):
o0 Konvergenzgebiet:
(C5.2a.4) L “n
o Exp: N wmr q=C @)
W=o0o
& (‘) 2'\
w2 ‘,\Z= o (@n)! ) 8 )
(: )“ U4
e Sin: (€5.2a.5) -~ 2 B
¢ = Sro(zna)! , 8 =C )
[ -(
Geometrische " (c5lg6) > 2"
o _ = -
Reihe: 1-1 “w=e f) AHPAL! (
Reihenentwicklung einer analytischen Funktion mit Singularitdt \ C?.3b

Sei f(%) analytisch auf einem Gebiet 8 \ 2, , mit einer isolierten Sinaularitat  (2)
(oder 'Pol') bei 2_ ,dann hat die Reihen-Entwicklungv. () um 2.
die Form einer 'Laurent-Reihe’, die auch negative Potenzen enthdlt:

g n d (%) denn ® A __.M g
@Y= 2 afe- @t 2. m PR U
f ) nNs —““( LO) U) (E % ) (') V\'“ﬂu‘) ' \—_—r’(z : )
Mumschl.emi (€9.2d.6) 77t Snm' ()

%, heisst 'Pol der Ordnung P ' falls &, = o firadlle w<-p
o0

" o 00
= - = =P . - + 14}
‘P{%) MZ: '.Pa"(i Lo) (z "E,)? + * (Z‘ - zo)( E . C(n (i - Z'o > (3)
Beispiele: Laurent-Reihe v. s [Taylor-Reihe um #, = 0 ] o
o0 v _ 2
Yo /2 (¢5.20.4) ‘< _ 2 (~wy
¢ e bzgl. %, = © : z Vl'( E) M= _ oo (®
=0
[Taylor Em‘wucklung des Zdhlersum Zo= ) 1
2 bzgl. 2 _ 32 [/1+z(t -0+ @-)° '
. = . = R — S
(* .._(3\- ° | (E - ) LZ“-I} (%‘I)-L (z- |) SRR )

(Pol der Ordnung 2)




9.4 Residuensatz

Sei f(%) analytisch auf einem Gebiet G\ 2, , mit einem isolierten
Polbei %, und ¥ ein einfach geschlossener,
positiv orientierter Weg, der 2, umschliesst. Dann gilt

(3b.) 2 n = "
%d% 1C(%) /,= g%da- ’%—;_wa“(i—z,,) /= cﬁco{%f_ a, (2-3) o)

o N=-00
Laurent-Reihe Verforme Weg zum Kreis

- . ()

vertausche mutig z da (2 - . 3
= i - (&)
Summe u. Integral: n=_mav\ ﬁ %( ?’o) ny - C(_l = 2n Res(sza) )

e ___
(€9.2d6) = 2Wi ”‘ -1

Offenbar trdgt nurder = — Term bei! Der Koeffizient a_., = RKes U: 5 %o) (3

spielt somit eine wichtige Rolle, und wird 'das Residuum v. £ bei z ' genannt:

Verallgemeinerung: -r(%) habe mehrere isolierte Pole,
und der Weg ¥ umschlieBe N Pole, bei 2y, 2z, -, 2,
N
(2), . .
Residuensatz: ¢ dz F(%) 1.=(3) 2 zme RM('F) ZJ) &
- 3 j=
Residuenformel Res ( fl 2.) =%  (Herleitung optional; Anwendung wichtig!) \C . 4%

'F(%) sei (als Formel) gegeben, mit einem Pol der Ordnung P bei 2z
Die Laurent-Entwicklungv. (%) beziiglich 2,  hat die allgemeine Form:

VoY

no
1 — 1 _— t ¢ b— gesuchft! (ﬂ/i"%.,)
- ul )
e o ac(%)@is) e e LB 4' 5 2-2,) 0
(E’io)? (b_io)'p-l (Z"?o)l o au( 20)
. X D . X \
(5 Ot
P ) - n2?P
(¢-3) §&) g Q-p + Q-PH(Z-—t.)( boF (%’io)? - O(+-1,) =)
Ja
e s S
-t P (2) “lef =t =1 ( n| @
EER {“-mwF (p-)lp-2y - (p~p-Y)a_(2-2.) + O-2)
) (2-2,)°=
'@EP — = ° T
. P- P (0 ) ‘i\« - =
L‘:za[%.[(&_m m)]] = (P9 a., + H”O(is z,) @

e [ p_‘[ P ] NUTZLICH &
Res(£,2,) = Q. = z-—»%.[(p-|)‘.")* (x-2) 5“*’)] WICHTIG! ©




In der Praxis kommt der Fall P =1 (‘einfacher Pol') am hdufigsten vor: \ Cl.yc

@Ls) iw ! . X
Res (f, z,) = E?—»z C—l—(.)-i) [( T -2,) 5:(%.)] = ‘]é':z, (2-2,) fte) 0]
p= (merkenl)

Beispiel 1: Pole d. Ordnung 1

] ] .
&) = = hat Pol d. Ord = i &=
fe 4 (- +) (2) ha c:« r n.l.mg P " ! bfl 1'7_ —b

) ", (2) | ) t .
Ras(f 1) =" lim [( ‘I,//a() - ]: = (3 Faustregel: kiirze Pol weg
I bl - - Z ’
o (@A) e+ ’ setze 2=z, im
tbrigen Faktor.

Kﬁé(( -;) (l) (€3) l [(Z }/» (&——7)7(%) :{: :_\7:- (7))

Beispiel 2: Pol d. Ordnung 2

52
te) = -1y hat Pold. Ordnung P = 2 pei %, = |
(45.5) i ! ] [ivw‘ 2 G
Rs(f,1) = L,.[z?&“ {0} *<*>l =2 Mz/ufw )
P=2
= zz‘ = (6) [konsistent
= mit (3b.5)
Beispiel 3: Gewicht eines Lorentz-Peaks ‘ C9.4d
-4
lo
T = I_ =-a‘o/dx x_:‘_‘ = \\\ﬂ\, 1‘_' (‘) , - .
i R—>ee e -R R
T N F = ) = -
L= Jo G = e ow fo0) = « vecr )]
o r X7 e 2t +1
f' —

= f(2) < ‘analytische Fortsetzung von f(x) nach f(z)'

'Schliefe’ den Integrationsweg, um geschlossene Kontur zu erhalten (und Residuensatz zu nutzen):

Option 1: E Option 2:
in oberer in unterer = I R
Halbebene: | E Z oﬁ _ Halbebene: .S -
-® R <o
I

Parametrisierung der

rislering o . o
Halbkreise mit Radius R: E = ?2?(4’) = Re , 436 (o ; + n)g )
Fiir beide Optionen ist das LinieninTegr‘al entlang Halbkreis gleich Null im Limes R— oo :

& (€9.2b.2)

i f) = Hdz () = J Re'® el Roe

L L

rt r.;. I3 (Re‘¢)z+‘

-




Also konnen wir die 'Kontur schliefen': CY.4e

r\
_ (sd.wy . _ y
1 = R\M [ 1{\ f J‘f" ] = lim (d% &) ) 2 -
—e0 0 + R = ”
G,r)= —
oder‘:(ro,r.)= 2253
Finde Pole und Residuen von f(z): < ( m
] ) ! .
1('(,é)= Tt T Gasiwern © GoEotioan hat zwei Pole d. Ordnung 1 (2)
‘ . . ke | . \
(siehe 4c.3): bei & = 1 mit K"'SG',-I—() = (_i,—-—?—) = I_Z_S = = 3)
e — (-1
(siche 4c.d):  und  Z.= —i mit g, Ged - -
(F,2:) (2,~2) = -i-1 = -3 )

Laut Residuenzsatz liefert nur der von der Kontur eingeschlossene Pol einen Beitrag:

. ()
Option 1: = = + =200 —-— = T )
L I@ 21 KQS(F)ZJ 2y
2y ‘\
wegen positiver/neqgativer konsistent!
Integrationsrichtung, siehe (€9.3f.1 & 5)] »L .

Option 2: T '

I = , = <2TC » — —_
@ @ n M(F’?z) = 2T ¢ 2 = 1C (b)

nz

Kurzfassung fiir Erfahrene 2, <. ‘C 9.4 f
%
(c5.1.2) (¥ —
T = fd* = = Ia(% fz) = ja(% fay *
— o0 XT &0 @ @ 2.z
{ \
f(z») = e GoiXe+i) hat zwei Poled. Ordnung | bei 2= + ; (2)
R ) | (sc.9 . '
Kﬂs({-,z) = ayi 0 T oz, s -3)= =5 =4 (3
() . l —
I= In = ta 'K.cs(F, £i) = f o ‘Gz - aw
< :

Allgemeine Faustregel: schliefen der Kontur entlang Halbkreis funktioniert, falls

sdu) €9.2b2) [+ T
T (Eugd% fy = Sdtﬁﬁ () 222 o (sY
Ly o 4,
- iRe'd =12
1| ==

also, falls: : f(z) =2=—> o fiir qSe(o)iTc) (¢)




Beispiel 4: Fourier-Transformation v. Lorenz-Peak

148

. 4
[lh e it T TR B30y gy (s Ty = [du At S LU
J o N'L_'_r'n_ ‘_:n' (AR “1'
Berechne (2) mittels Wegintegral; unterscheide [ ~Hl= tco [} © ¢ elo,n)
th|=1ts0
£< Jd 7 [t )w ¥/ @
9 = Wty (%, é
= 'Fi(to ) "K\JK
. +3|E|2
= RE’: 10“7 76_4_- (1") / 'F\t(t) = e l I/E
N ) A ) .t éelo-m)
Fiige Halbkreis hinzu, um geschlossene Kontur zu erhalten:
s A
Es gibt zwei Optionen: F ?%(«M =Re? = xlo)+ tj(ﬂ 4;6(0 + 1) } ¢
o
£ulblz cozb2)y YT
ﬁ% e (4d.4) _r_J m iRe? +Llel¢) eﬂlHtJ(#’)K . e;;{.lj(,g) R 7
et o Re BT ETE =25 =2 0
Re hat B @
1\;.1'._, + oder'—) at Betrag =1
Fir + S o brauchenwir T 7(¢) <o ,dlso yp) Z o ,also r:,'_- (s)
Fazit:  schlieBe Weg in oberen Halbebene fir ~ — 4l = t<o ‘ Ch4te
in unteren Halbebene fiir (= tso w .
_— [ t(D. + 7—( if
_ (i-k) i.b) PO ):
1, ('l'.ﬁ o) = R e J(r rl) dz . +(2) (2) ;
| ‘l:)D: r:. ?_1= - xx.
£ 1 riltle
_f_({)(zj) Ly e _ ¥t e . N
=T @-i(erig) (& -2 N2-2) hat zwei Pole d. Ordnung 1 e { ‘ ‘\f
2=~
Residuensatz: nur eingeschlossener Pol trdagt bei, also brauchen wir nur:
€0y e tE g P <YM @
Rs(f, ,2) = oo T Sy i i
—ikl - 2R1(~¢ ~pltl
Res (_F_ 22-) (i_'l) 4 e HHRe = ir e B bx‘\): e \A. )
! (21-2 ) ..;_~( - ‘L\(‘ -2
& ) 13 )
—_ . = = -RKi
L, 5 t=m K"S(’(H%') i © v Y Vv
wegen Integrationsrichtung, siche (€9.21.1 & 5)] & =|€ = (23) ®
@ . ® =—zme Y @
I_ 6 — 2y 'K.Q,S(‘F_) 37.) = -_22151:—1.. e |




Kurzfassung fiir Erfahrene

\C14i
[ -
T = jdwe ey D 7T kel Taiegy
«)H('- 5) n X
0 o f ":)o'.r_ 7_:_'
_ -zl ¥/ =y
_L+(~£§o)a Jch o Tt ) —_—21*'6‘7' = f’(@* -E_{ﬂ @)
= f1(2) ¢
+ 714 = “a
denn é;z\ l%'*- e+lHj (2> R"’”;O fiir jm{%)—-) Z O , also entlang r;._ viB)
® R
tillz
'E_(%) = Zﬂ_i:)(%”“ hat zwei Pole d. Ordnung 1 pg;j iiY (%)
LRI ) _
L#sd =T = & mt RolF,, cip) = & e KA L
J T

24y

Zusammenfassung: €9.3-4 Analytische Funktionen IT

.‘
I(‘:) = Qﬁ dz (%‘20)',‘ = +ute 5,4
T« '

Reihenentwicklungen:

Tayl - wn
- wenn f analytisch ist: f@&) OLOF 7 Qn (i- %o) ) G = -F(“)(% \
n=o
- wenn f einen Pol der Ordnung p bei & = 2, hat: = Ros ({ %,)
Laurent 2 " a o
= Z (V] i— } = ——-L——- _4, e & + i n
H%) n= _p v\( 2) @-2)P z-3,) qun(i z,)

{(2) habe mehrere isolierte Pole,

und der Weg f umschlieBe N Pole, bei 2,2z, -, 2

Residuensatz: CJ,B dz {(z) ”(3) Z 2. Ru(" S)
=

P
Residuenformel: Re,s(F)zJ = 0., = !Z-‘:z,[Cp .)'3 [(?—--2,) jr(t‘--)”




Kontur schlieBen: . (ZC"'.3-4L

9 o . LN R
L= (fo 46 =l [l bty 0 .
) R0 r r
= liw I&% fe) o falls L [2 &)= o
R (1, 13) 121 oo
x 2!
=% 20 2 s, 2] ), ® $ ~§ Pole innerhalb [:'
§ 1‘& B
Diese Strategie funktioniert insbesondere fiir Integrale folgender Form:
wA (%)
00 n s .
L - I{o“gg mit P = %:,,Pj x4 ) Q(x) = %ﬂ:\*j X falls: maueg
. rezltl
- j: e—uo’c é dz e fals + < 0 )
LH) = |do = D )
- QUw) .
@ J-’é -1 [41
I fals t > © “

8 = 5 4. 0
( J,Znhv <  Qr)




