C9: Komplexe Analysis (KA) Saff & Snyder, Fundamentals \ Cqa

of Complex Analysis", Prentice Hall, 1976.
Motivation: Differenzieren und Integrieren in der komplexen Ebene

Vorschau: Eine komplexe Funktion 1C tUe € - € seihnur von der Kombination

# = X+iy  abhingig, (ny) = f2) = Fixeig) = wlxy) vcvley)

RealTell Imagindrteil

und 'komplex differenzierbar' ( glf_ existiert)in UL . Dann gelten (u.a.):

- Cauchy-Riemann-Gleichungen: '-gl" = %L:;- y 3—3—" = - %’— @
- Geschlossene Linienintegrale B
in € liefernO: 9%0‘1' fe) = © Z‘ﬁ (3
-"lm 2
. -2 f(2) 1
Integralsatz von Cauchy: —f(w) -y j% de e () IWRQI-
' . ' . - _ “ (verallgmeinerte Taylor-
- 'Residuen-Satz’: Sei 3(%) W= — ”O ( * U) Reihe, mit Divergenz bei %)
dann: 27[ i ?\ A.%’ 3 (%) = a_, (6\

Wichtige Anwendung der KA in der Physik: als Hilfsmittel beim Berechnen von
Integralen. Besonders wichtig fiir "konforme Feldtheorie’ & Stringtheorie

C9.1 Komplexe Differenzierbarkeit \Cﬁ.l&s
Definition: Eine komplexwertige Funktion {(2) einer komplexen Variable 2 = x f-cJ’
f: Uc C =5 C [ I offen] 4 = Tuld) }é‘\l“:ﬂ )
2 s £ C (wichtig W __\)‘o (:;”5)
x:
heiBt 'komplex differenzierbar' an der Stelle % € U ke le) Re f(2]
falls folgender . ( _ )
Limes existiert: es 8Z—“:o [zes Z' f) = f@) = d_,_ig @
(beachte Notation: totale Ableitung nach % )
Anmerkung: Der Limes (2) muss unabhdngig von der Richtung sein, ( OrETs 3,}
entlang der & nach Null strebt. Das ist gewdhrleistet, wenn B e,
§ wvon x und 4 nur in der Kombination X H’J abhdngt. [ '—"‘sx
fleerd,re Y) ’_‘:' ©
©: o P800 _ ULrd) | ply e o gy D
S = 8,{ 4 Sx o sx X I X (3)
Fx + ilyr 533) Ke‘r'renr'egel = /
8 = bS‘z , ig.j—)b "'5'3 ¢ bn' Y 3 ¥

Definition: Jeder Punkt ~ z  bei dem -F'[%) nicht existiert, ist eine 'Singularitdt' von £ (%)




Definition: £ heisst 'analytisch' auf U falls f inganz U  komplex \C?.Ic
differenzierbar ist. (1

Anmerkung zur Nomenklatur: Manche Autoren nennen eine Funktion "holomorph' in  {{

falls sie (1) erfiillt, und ‘analytisch’ in U falls ihre Taylor-Entwicklung iiberall in U
konvergiert. Man kann zeigen, dass eine komplexe Funktion genau dann holomorph ist, wenn sie
analytisch ist. Deswegen verzichten wir hier auf eine Unterscheidung.

Beispiele fiir analytische Funktionen:

v 3
e 2z e Sim2, sind analytisch auf U=« (2)

)

ist analytisch auf U= €\ 2. [dasganze € , ausser %, ] (3)
T -Zo

Beispiele fiir nicht-analytische Funktionen:

) l%[z = )(?'4— “7' = (x-rl‘.ﬁ)(x_,‘g) hdngt nicht nur von  x +i ab, "
sondern auch von x -23 )
o . = X~ 'j ist nicht eine analytische Funktion von % = x+ ':3 (s)

\

- ®

denn Limes ist LA(%*S — E) _ __g’:__ %I falls o = g,‘ )
S—. =1 falls 8=‘LS|3=—-§

nicht eindeutig: 5 0 <

Ableitungsregeln fiir analytische Funktionen (wie im Reellen): |card
(i) Linearitdt: d_i_[g [ (=) + 3(%)] =] ¥’l%) ‘. p 3'11) a)
(if) Produktregel: ‘f\; [ {e J(e)] = fR)46) + F2)glo) ®

Folgerung: o' o " [Abl. v. Polynomen wie im Reellen] @

4 4
(i) Quotientenregel: o%;[ F(t)] _ T g6 - )51 s J(%)-’#o )

_37{) 37'( ¢)
(iii) Kettenregel: %& -F(S(z—» - £ '(‘3(\‘-—)) 3‘(%) )

Komplexe Differenzierbarkeit ist viel stdrkere Bedingung als reelle Differenzierbarkeit.
Wir diskutieren nur einige ihrer weitreichenden Folgen fiir analytische Funktionen.




Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen \ Cq.le

I

Schreibe z = xffj (x,s ¢ R) )

v

f—(zr)=¥(x1-it3) = ul,y) + vV U,y (u,veR) A
Cauchy  Riemann

Also: w = Re fR) , v = Tn ) (3 ®i'-<-®
2
\C(z) sei komplex ] b3 (b.4)
differenzierbar, dann gilt: ty = f; fa) = o, {=y = L )'3 {(2) @)
v
(1) @ .
Aber aus (2) folgt: ‘Fllﬂ = )x F(@ = 3,, u("::)) + l'?}U’(x,ﬁ) ()
- oL+ e 2 Dhuxy 4
und auch: 9= T % = 7% Y & l—{)a wx,u) ()
&) @ .
. 2 el @
Laut (4) ist (5) = (6): du ki 2 = i v Y @
_— AN LV VPN —_—
Cauchy-Riemann- Re(?) Tw (¥
Differentialgleichungen: U = }3""' , @ oy = - >}u ()
Folgerung: komplexe Differenzierbarkeit = Cauchy-Riemann-Gleichungen (CRG)

Beispiel: ‘C,? le!

fl2) = (Hiz—)z = 1+ 202 - 2° 0)
z

= 4 Z.i(xrfj) - (x Ffj) (2)

= 0w (-y) = ([ xt_t Clezx - 2
Loraly - (R ro (2 - 2xy) (3)
= u(*,'ﬁ\ - 'U’(}tlsl) (¢)
l,((x,rj) = 1 - 2‘3 - xt o« U?- , v, 7) = 2x ~zry 6)

Gelten CRG?

Ik = ~zx o = z-2g = - 9g% 7 [dsogilt €9 (4
)mu“ = -t "Zj , Q:J‘U" = -Ix = D,u v~ [also gilt (e.8)] @)




Umkehrschluss gilt auch: Cauchy-Riemann-Gl. =  komplexe Differenzierbarkeit: ]Cq,({-‘

Satz: Sei -F; Ue C —> €  eine komplexe Abbildung, mit £f= uriv dh )
uly,g) = Reflxriy) , ulxy = I £ +ig) ®
Falls 1w, v stetig differenzierbar sind fiir z e ll unddie Cauchy-Riemann-Gl.

erfiillen, ist J( komplex differenzierbar an der Stelle z .

Begriindung: (Optional) Schreibe o = 8 +i33 , mit 9., S'Z’ eR ®
(C5.5b.1) .
Taylor fiir u: Ulx + 5, Y +5 ) = u{)‘,j) 9, u[x»f}) + 53 )3 u(x,gs + (9(‘3\) )

(€5.5b.1)

Taylor fiir v: '1,11'()”,65/3 4—5 ) = sux 3) 43 S'D ‘5(13’) + Sx)zu’(wla) +(9([3l1) )

4+5
_((4+5)),: flaed) - = §o,ue i §ov P, Yyt i TS
S=b
Nutze CRG, um '5} durch X'B Zu ersetzen: ® IC‘“Z
® ® ©]
(f.6): ¥{%+8)- )y = Sx 'Dxu £ 1 S* Dx‘u' ¥ 853\1’11+ Sgi,'\bl:{ +0{l§lz) o
CRG: (R4) —2,u (ed) O U
© @ :
= ( 9+ 1,?3 )o,u + (8. +i%; ) 13)(‘0‘ +(9(|g[7') @)
b %
. (%.
i 5[fles) - ] = B (wriv) = Ad@ Sl 3 ®
-0
Es geht auch anders herum: nutze CRG, um 9, durch '5} Zu ersetzen:
®
(f.6): HH—S)-H%) = g, 'b@u F Qo bxv + 53 55u+ S z'b v +(9(\Sl) 03]
CRG: (e.8) 33u (eq\)—':sju

-,L((g_y_gl)auf A S?z)ﬂv +0s0) ©

A _ A - ba) d
ESN:)DS [H%+5) S\ 'd&( wt ) -;7'33{-(%3 i EH%) (o)

Fazit: £ ist komplex differenzbierbar in 2 ” E




. ( = (xte < &
Anmerkung: () > UKy = Re flxeiy) } sind beide Abbildungen R —> R ‘

(%,9) U(X,J) = L F{XH':;) (v
Folgerung aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen:
Die Hohenlinien dieser Abbildungen (1) sind orthogonal zu einander: ®

Begriindung: (vV3.2£.7)
Héhenlinien von % sind 1 Tw = [Dxu G)

((’u(x ,3) = konstant): )Uu

Hohenlinienvon U sind | T = [axv " 2 = konstant

(UU'3> = konstant): % = konstant

)JU

Ju. v = (3)(74-)(3,1;) +(33u.)()3‘0') = © = FJulLIu (5
CRG: (&) SF" ©8) 2, I\

Weitere Folgerung: eine analytische Funktion £  definiert [via (1)]
eine 'konforme’ (‘'winkeltreue') Abbildung zwischen den
Koordinatensystemen (%,4) und (U, v) = (ulx,) , u( X,f))) ©

€9.2 Integration im Komplexen \Cq.za

Hauptsatz der Analysis fiir komplexe Funktionen einer reellen Variable:

Sei  f(t) : (L,,l,) < [R — € eine komplexwertige, stetige Funktion einer reellen
Variable + ,mit Stammfunktion F(£) dh  FU) = f¢) v teol,), dann

L
Io(l: £y = F Y - Fl.) [genau wie im Reellen] 0)
1o

4 . .
Triviales Beispiel: j(H: [ At i 'k] = [-— et ¢ (st ]{ @)
1o e

Integration einer Funktion f[z) einer komplexen Variablen, 1 = x+t 511 , entspricht
einem Linienintegral in der komplexen Ebene. Dafiir bendtigen wir folgende Begriffe:

Definition: Eine Menge S C €  (oder auch S < B ) heift 'Gebiet' falls Q)
8 + 9{ (hicht leer) und 'zusammenhdngend' ist (d.h. je zwei )\ s
Punkte kdnnen durch eine stetige Kurve verbunden werden, 0 >
welche das Gebiet nicht verldft).
o

Definition: ein Gebiet ist 'einfach zusammenhdngend', falls sich
jeder geschlossene Weg zu einem Punkt zusammenziehen ldsst.




Definition: Komplexes Wegintegral (oder 'Kontur-Integral')

Y' eine glatte, gerichtete Kurve in einem zusammenhdngenden Gebiet

Sei
6 ¢ €, parametrisiert durch die reelle Variable te (’co,{.\ < R .
t—s 2{) = X({->+LJ(£5 (1)

-

X (’c.,’c.) ckR — S c C
. x Z(‘El)
Fernersei f . g — C , f(z) eine stetige Funktion auf dem Gebiet a \
" ist wie folgt definiert:

entlang Y
2lte) 2(ta4§4)
"

Das 'komplexe Wegintegral (' Konturintegral') von £(%)

:
._&0(% f = f{odl %‘ﬂ f(2e) o
S datty) flatg) = liw zZ (2(ter80)-20y)) £200e))

Interpretation als

Riemann-Summe: = [iwm Si_
Sl-—wo

S{aé'_z °-l—£—
u: R"’__ﬂkzl T = ) )
;z: (Fleessi - 700Y) - 720y (o

Analog zu Linienintegral eines 2d-Vektorfeldes,
_ e vIme) B (vim2)
Jﬂ('r- u(fs = jdf AT . 7 (3 (H) = lim
X ¢ at $¢ -0
Kann gezeigt werden: Wegintegral ist unabhdngig von der Parametrisierung
(d.h. eine andere Parametrisierung des selben Weges liefert dasselbe Ergebnis).

Einfaches Beispiel 1 o
fy = 2 ) ]}f:%%({):(lfi)'l’ , te (o) 1
(5.2) | flree)) = 2D
2d.2 —
jmm; = de dz (Gri)4) @)
M d+
\ () S
=(1+i)z_5:({;t = ;-_(“_;,)L — é;_(|+zi-l) = 4 (3)
Einfaches Beispiel 2 g
£y =2 xz={alé)= beil Jcc—(o,g)} @
l faatn = 2(t)
Jeow 27 [ G (ewe) ©)
Y, o ():(+ zut)
(1
= .(Q'M [trbiedt™ —2¢'] o Ly sid-at =7 2 @
kein Zufall S
Schnellster Rechenweg, mittels GI(. (€9.2e.5): siche Seite €9 2e |
3 (0
er? z = (32 L =4 —0 =i v




Wichtiges Beispiel: Kreisintegral v. 2" (v € 2) um den Ursprung herum ‘c‘).zd

T seiKreisin € | mitRadius R, Mittelpunkt bei &= ©

5 T2
. v
X‘j%(cﬁ) = Re 7, e (o,u) } 0 / )
R
- #
Substitution: < 2(¢) = Re"‘ @ \J Rez
B L wm v
Lfcjsdz n &7 [d¢ 42 (e4)) G)
Y o &¢
(> L’
W —Ar— i n
= (14 ire“? () @
>
2 falls w =-1
m
_ iKV\HJM 1p(IFn) _ . . (sl
° ‘LK (_'Q’”")¢\ _
- ' =6 fals i —1
- L ° 56)
= 2Tt §u., (6) d
Wegunabhdngigkeit ]Cé‘ 28
Satz: .[(3.) : 3 — € seistetig und dessen Stammfunktion (%) existiere iiberall
in 5 , d.h. Fl(z-) = F{%) Y2 eﬁ . ()
Dann gilt fiir jede glatte Kontur XC 6, mit Anfangspunkt 2o und Endpunkt 2, :
JA%,C(%) = F(z) - F(zo) 4 @
I
)
=> Ergebnis hdngt nur von den Anfangs- und Endpunkten ab, 2o
nicht vom Weg dazwischen!  [Beispiel: (€9.2¢.4) = (€9.2¢.8)]
Begriindung: Parametrisiere Weg mit Y'-{‘“v.h) —~ ) < i) zﬁ?\ ) %; } @)
VU=
(b-2) h d \ b d
ban [d2 £y 27 (4t 42 F(ew) = [# &[Fluy)] @
X = 3 dt ~ d
o F'(® ° Kettenregel 0
@.
LRy - Fe)) 2 e - Fay L (5)

8¢
y
(4) erméglicht Interpretation ) l; qF . M
frd%F(z) N SM %k(@;‘)z - ra aFe

fiir Wegintegral als Summe: o o

g0 S.l-—#o




e . . Ei ' ' = Cq.?.":
Definition: Eine ‘zusammengesetzte Kontur i (3‘) Y, ---/X\M) . K\\\

bestehe aus glatten, gerichteten Teilstiicken Y . Das Wegintegral " 2
1)
einer auf 1 stetigen Funktion 7((2') ist definiert durch: £33 '
far 0y = a2 For ¢ [daf@ b [A2 sy 3,
n ¥ {2 Bon 2
"
Satz (e.2) gilt fiir jedes Zeilstiick, also auch fiir zusammengesetzte Kontur: —
Joéif(%) - [ -eale [ -Fia) v [FG3)-FGa] v 4 [F L] = Fle)-Puay
(2)
Korollar [mit denselben Voraussetzungen wie (e.2)]:
Fiir einen geschlossenen Weg ist Anfangspunkt = Endpunkf: 2, = 2
4
Beispiel: (2d5b) fir 4 —1 : f(1) = 2, FT(&)= St

[Fir n=-1 ,(2d.5a), sind Voraussetzungen v. (e.2) nicht erfiillt, da die Stammfunktion von /3
namlich {,1(2) , nicht iiberall auf einem geschlossenem Weg um O herum existiert.]

Falls 4(¥)  analytisch ist, a8t sich (3) zeigen auch ohne Verweis auf die
F(3) ,und zwar mittels Satz. von Cauchy:

Satz v. Chauchy N X v \ Cq.gj
Sei S €& eineinfach zusammenhdngendes Gebiet, T__, @ g
x

(€9.1e.2)
f: g—C, 2y f®) = Wiy o vlk4) W  eine analytische Funktion auf §

¥ (00) =G , b z(t) = =) *iﬁi’c) (»  eine stetige, geschlossene Kurve in & .

Dann gilt: ‘4?:% f®) = o ()
Begriindung: (2b2) ! (Z)Hi‘g d;‘iju.ﬂ‘v‘
L= @lefd) = |4t daWw) . 2y @

i 0o 455” fl

)
= jd% %lxm eoy® ) (wlxt,ge) i, qt)) © F_ § =95
> e —_—
ZUFD) = U(ﬂi)) @
Interpretiere (5) als reelles Wegintegral in der x-y-Ebene, SN S
- 3 X6 %

entlang dem Weg T T:(01) > K , bt TH = |yl ©
Realteil v. (5): ml Imagindrteil v. (5):

J v 1
zccn:gg[m wr): JOUGER)] o Tlz) = Jdb[30) 0F g uli)] o




(€9.29.7b) M

(€9.29.7a) T T . T T
23(1) =fd-l: (i, (3 , © Yelw, ~v, o) (ta) Tw(T) =J'G(x.:s,o) '(1.)',u,|>) ()
0o —v— “—T =2 o . =,
= Fl4y = P(zw) =% = @(TH)
(Vim.6) . - 2 (Vim.6) - - [(u(T)
- fﬁ. P Ps _u(f.) (24 = jd:. Q O=|w@) 9

Schreibe diese Wegintegrale mittels Stokes als Flussintegrale, iiber die von)'
eingeschlossene Fldche (nenne sie.S ) in der x-y-Ebene, mit 35 = E% Sx S 9

vaef4)
Ke(I)(V&iM) {d§. (Vx 6) (G | Im(1) = fsofs « (Tx &(3)) )
S

1 - = _ ) - =
- 1§x dy (TxP®) : fgxdg ([@28®),

- o, U —
- ]_‘S‘“(f) (Dx (-») '93u) (5 = {f"’(J (a:,‘i 33") )

CRG (€9.1¢.9) gau CRG (€9.1e.8) 33‘0

(Ca) = o Ay

= o

Wir durften Cauchy-Riemann-Gleichungen (C9.1e.8-9) nutzen,da  f(2) auf G analytisch ist! 11

Beispiel ei': ~ /l'\(\ |C‘i-2i
T I~ v Vi
(el=2 s k’b/ 2
denn der Integrand ist iiberall analytisch ausser bei 2 =%2 | dh

iberall analytisch in einem Gebiet, das Y enthdlt, also gilt der Satz v. Cauchy, (2g.3).

Faustregel: geschlossenes Wegintegral verschwindet, falls f(3)  analytisch ist
‘innerhalb des Wegs' (= 'im vom Weg eingeschlossenen Gebiet") |

S

Korollar aus Satz v. Cauchy (mit denselben Voraussetzungen): Verschiedene %,
Wegintegrale mit demselben Start- und Endpunkt sind gleich:
Y,
(a2 €y = Jhe £ o J
¥ X2
Begriindung Y = (X‘l)— X‘.‘) () bildet geschlossenen Weg,

also: j Az F(2) - I"(* fGz)y = éﬁd% Flz) =(13.s° 0o

L ¥ T )




Zusammenfassung: €9.1-2 Analytische Funktionen T l 2Cqa-2
; N u c @ —
() = =X+ — ‘F(%) = u(r,g) t 2 U'(x,g)

Def: Komplexe Funktion

ist analytisch in W falls W(.Z—) tberallin |4 existiert.

Cauchy-Riemann-

Differentialgleichungen (CRG): 2, U = 33’0" &) v = - y U
24

Def: Komplexes

i
Wegintegral: jB‘d% f = f%d't %i—u- f (’f—/t))

Weg-Parametrisierung: % = 2(4)

Wichtiges

Beispiel: I, = (jgd% : = {Z'ttz falls wn= -1 g= 7-71":5"_,
nez e o falls W * -

Satz v. Cauchy: falls )f(%) analytisch ist auf einfach zusammenhdngendem Gebiet, gilt:

Geschlossener Weg liefert O: Wegunabhdngigkeit: & z,
- _ £ %oCQ
jav fy=o @ = jlﬁf(% fz) = fmd} 2) 7

¥ =(¥,- ) = F(a) - Fla) , mit F'(2) = {(z)




