C5 Funktionen: Reihenentwicklungen Brook Taylor
(1685-1731)

C5.1 Taylor-Reihen

(Analysis-Vorlesung: Konvergenz von Reihen und Folgen)

Grundlegende Frage: Wann / unter welchen Voraussetzungen lasst sich eine gegebene Funktion
durch eine Potenzreihe darstellen oder anndhern?

Und wozu ist das niitzlich? Hochste Potenz von x in Reihe:
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Beispiel 2: Sinus-Funktion
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[
S:(X) = L Cu (X—jS
M=o
F(X)‘ = Co + clx )l + Ca (% \1 + Cy(x ); e
X9 - \3 \Z
\-‘

§'(x)

\ =

=1

|- C |

-1 N a.
% + I-C.(Y-la\ + -Ce lyi\%\l li— ;(5(\(%\ ‘n-...

ey | |- ;L-I
I- C -— e A - [ —
t z [x=-9y) zscs(v\x

P —

=1

G

(%)

)

)
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Beispiel: Exponentialfunktion [y = &zf(x) s e () \CS.le
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Eigenschaften: dx ¢ = o, e = (2
l x
foo = e I
x
,C"(x) = ¢ ©
(= x
f (1)() = ¢ (s,
oo
(d7) fo = Z L L) (k-9 @
N=o wn!
(\)"11 é(s)
od
X LI
(®) in (d.7): e = Zo nt (x- 'ﬂ)n (3)
© ("
firy=0: X = = . we x [ diese Reihe ist konvergiert fiiralle ¥ ¢ R | ] ®)
nu=

(8) kann als alternative Definition der Exp-Funktion aufgefasst werden.
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Nochmal Beispiel 1 v. Seite €5.1a: (jetzt explizit) \ Cs.\g
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Sinus und Cosinus:
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Bekannte Eigenschaften: \M =1 w
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(i.11) und (j.11) konnen als alternative Definitionen der Trig-Funktionen aufgefasst werden.

Diese Reihen sind konvergent firalle % e R .




€9.2 Komplexe Taylor-Reihen \ CS.2a

Wird in der Definition einer Funktion, f - R-omr , X B £ , )

die Variable x e R ersetzt durch die komplexe Variable t = x+ Z:I € € ,erhdlt man

die 'analytische Fortsetzung' der Funktion in die komplexe Ebene, f.c-¢ L e iy, @
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Wir wissen aus geometrischer Definition der Trig-Funktionen:
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Euler-Formel in einer Gleichung!!

Polardarstellung v. komplexen Zahlen:
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Exponential-Darstellungen von sin, cos, sinh, cosh [zum Selbststudium - wichtig!] ‘ C9.2¢c
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Manchmal existiert Taylor-Entwicklung nicht (optional, zur Kenntnisnahme) ¢s.2d
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Falls £ (%)  an einem Punkt Zo  nicht existiert, existiert auch keine Taylor-Entwicklung

der Funktion um diesen Punkt.

Beispiel: betrachte die reelle Funktion
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hier ist die Funktion 'unendlich flach',
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9 Tngen st . also d.h., alle Ableitungen verschwinden: [ (") (p) =0

{'(")(o) = 0O )
© o) 2
Folgt daraus, dass £(x) = Z A X ‘F( (O) = © c (©)




}
- Y2
Antwort: nein, denn {: C—=C , TV e (2 , Q)] \CS. ze
betrachtet als Funktion einer komplexen Variable, Z = x+ij , ist nicht differenzierbar bei z = O:
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Man sagt: 'der Grenzwert existiert nicht', und somit die Ableitung { '(%)‘ N auch nicht.
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Deshalb gibt es fiir f(z) keine Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt z = 0.
Man sagt: 'Die Taylorreihe dieser Funktion hat Konvergenzradius gleich O'.

Allgemein: systematische Diskussion der Konvergenz von Taylor-Reihen

erfordert Funktionentheorie komplexer Funktionen (siehe C9, und fortgeschrittene Mathe-
Vorlesungen). Fiir R-Vorlesung und typische Physik-Anwendungen brauchen wir jedoch nur
Taylor-Entwicklung von gutmiitigen Funktionen...

C5.3 Taylor-Entwicklung endlicher Ordnung } C5.3a
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Fehlerabschdtzung: Folgendes kann gezeigt werden:

falls auf einem Intervall I € TR alle Ableitungen von f beschrinkt (endlich groB) sind,

d.h. falls positive, reelle Konstanten ~ &  und C  existieren, so dass @)
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Fiir gegebenes X € L wird Fehler somit beliebig klein fiir A — oo , d.h. Reihe konvergiert.

Ubliche Notation, um GroRe des Fehlers anzudeuten:
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L7 .4 Funktionen von Matrizen
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Man sagt: die komplexe Funktion .[\:(E XA z — £(2) = 2

hat eine 'Erweiterung’ zu einer Funktion von nxn-Matrizen:
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Verallgemeinerung: eine beliebige komplexe Funktion mit wohldefinierter Taylor-Reihe,
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Falls eine Matrix diagonalisierbar ist:
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Zusammenfassung: L7.4 Funktionen von Matrizen \ ZLY.4a

Sei f(z) eine beliebige komplexe Funktion mit wohldefinierter Taylor-Reihe,
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Erweiterung als Matrix-Funktion:
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Falls die Matrix diagonalisierbar ist, /q = T DT mit D = ’)1.
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