L8.1 Unitdre und orthogonale Abbildungen

(Abbildungen, die reelles bzw. komplexes Skalarprodukt invariant lassen)

iLS.\m

Reelles inneres Produkt .5 VxV— R ¢)
in €. -Vektorraum [siehe L3.1c]:
(a,ﬁ\') — (12,1’3‘) &
(i) Symmetrie: < a, &Y = <&,4) G)
(iii) Linearitdt bzgl. Skalarmultiplikation: Lo , w) = oa<la, > 1)
ae R oy a <A S
‘reeller Vektorraum' <u ;a"" ) = aluw ()
A ~ ~ ~ ~ ~ "
(ii) Linearitdt bzgl. Vektoraddition: L tv,w Y= &, w Y v (v, wd &)
(iv) Positiv definit: T FS = ¥, v > o ®
'wenn, und nur wenn'
Reelles Skalarprodukt X
Wwn - A M - - —_ \
in Standardraum: V= R , U= e'ju-) : <&, >M = 2 n' S('U'& *
LS J {
<2
E,Ey .= Z (w) > @®
® J
Komplexes Skalarprodukt, in Standardraum: cn \Ls'd’
- ) n T :
n = ( w, . .- W ) us e C @)
S 0 it (o
Wie garantiert man Positivitdt? JZ_' wuwd = o gilt nicht!
Z.B: w = (I,ZZ\T 10+ Cze)l23) 1 -4 = -3 < o &)
n £ komplexe Konjugation, e
Definition: {iw,v) = 2 ui vl garantiert Positivitdt, siehe (5) ()
J
wird lblicherweise weggelassen —~ ¢ n _ n N
Positivitat: L,y = Z = S [dl® 2 0 (s}
€ {=1
Beispiel in (¢*
=(l,z,:)—( <11',ic')c = WY WU = 1k (2i)zi)= § (o)
= (i, Ny L@, 7)) = W (Ut = 1-31 4 (=20)-Y, =
, ) = =26)- 1, = (3




Verallgemeinerung fiir komplexe Vektorrdume: komplexes inneres Produkt (L3.4) ) LS.c

Komplexes inneres Produkt <5\ x V— C ()

in C -Vektorraum: aA A ” A
'komplexer Vektorraum'  [Anwendung: QM!] (n, v) Lk @
A A A A ﬁl
(i) Symmetrie (bis auf kompl. Konj.): w,r) = Lvu,u) (c>-1) ©
komplexe Konjugation,
(iii) Linearitdt bzgl. Skalarmultiplikation: Loan , O) = a<lu, > ®
Q,eC (ﬁ)q{;—) = ('A<u, ) ("
T —_  keine Konjugation
(ii) Linearitdt bzgl. Vektoraddition: (& t "l\r, w)= Ln,w ) v v, wd (5)
A PN ~on
(iv) Positiv definit: v#to &P LV,VD do ©
‘wenn, und nur wenn'
" Lal (g) /\‘ 7~ ~
Anmerkung: LU, ud> = <UD = <o, 0> eRR (3)
Komplexes Skalarprodukt . - T = :
in Standardraum:  V = " , U= E:iU'J ' {i, ?CM = 12 n 5‘--0‘& @)
§ {
— . (2
Lk, iyn = 7 Ul = ZWil 20 @)
‘ {
L8.1 Unitdre/orthogonale Abbildungen Y 3 \L 3.1d
per Def: lassen das Skalarprodukt invariant! mit / X
(fiir diese sind auch Langen und Relativwinkel invariant)
[ ~ ;’l
Sei Vi ein komplexer/reeller Vektorraum v. mit Dimension n
A P ~a . . .
und A: V > V L, v A v eine lineare Abbildung. )
o~ " n
Falls sie das Skalarprodukt invariant ldsst, Z A v, A 7y > = <'U', ) > &)

fir ale < [:, ¢ V , heisst die Abbildung unitdr (fir komplexen Vektorraum)
orthogonal (fiir reellen Vektorraum)

Fir unitdre/orthogonale Abbildungen ist der Kern (Null-Raum) leer:
a PN AL A a ® AaA AL ~ A 2 L ~
fals v&6 = o # W00 = Ly ,v)={Av A5)=[[AS |l = AU *o
&)

Unitdre/orthogonale Abbildungen sind folglich invertierbar.




Unitdre/orthogonale Abbildungen bilden eine Gruppe \ Legle

Gruppenaxiome (L1c) sind erfiillt:

e} [a]

(i) Abgeschlossenheit: Seien Q/ &  unitdr/orthog., dann gilt dasselbe fiir /:)g .
~ AN A A ~ /N (d-'b) "N n a (d-?.) PN A
CAEs A8 ) = LABT) ABN)Y = £ BT, %) = Lv, %) vy

(ii) Assoziativitdt: gilt fiir Komposition von linearen Abbildungen

(iii}) Einheitsabbildung ist trivialerweise unitdr/orthogonal: £ { v, 1) = (&,&) @
(iv): Inverse: Sei f} unitdr/orthog., dann gilt dasselbe fiir A , denn:

Gegeben 4r, «w €V  dann

(A

Auf einem n-dimensionalem komplexen/reellen Vektorraum bilden die
unitdren/orthogonalen Abbildungen eine Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren
Abbildungen, genannt die 'unitdre Gruppe U(n)' / 'orthogonale Gruppe O(n)'.

o AT AWM, ABTS)y - <8 W

Zur Erinnerung: Adjungierte Matrix \Ls.l f
Eine Abbildung 'L:( habe, beziiglich einer Orthonormalbasis von V, die Matrixdarstellung

—_ - - . - R h- :

T U-T  T={] ec" ) Uz - u:‘v’l ()

+; (L5.2f) —

U - {M“‘IE € Mat((f.m,h) y Mt i]/fr‘i'rg € Mut(d?,n,n) , M&' = u‘\( (2

‘adjungierte Matrix'

Zur Erinnerung: da Metrik in Orthonormalbasis trivial ist, 3';- = §.. 6))
{ i

ist Index-Stellung (oben/unten) egal, UND hoch/runterziehen von Indizes hat keinen Effekt:

- O

£ Jm A\ 4 o AN AN R
(U) . = S (M\M Sli - (M\ = u \\ )
also: adjungieren heisst einfach: Reihen/Spaltenindizes vertauschen & komplex konjugieren.

z.B.: w - (l: :) u* = (c‘x:‘; ;\ )

/
+ —

Index-nur-unten-Notation ware: Mlk = Mki )




Unitdre Matrizen (2.1

A ~
U sei eine unitdre Abbildung: L @ C* — C" G— UG
7

(D
mit Matrixdarstellung bzgl. Orthonormalbasis: T - U 1j' (2)
Welche Konsequenz hat die Unitaritatseigenschaft fiir die Matrixdarstellung? Abbildung?
(o! 3 ~ . '
Forderung: B, 9) < 'ub'h U (Invarianz des Skalarprodukts) (34
— ( x> 2 S
"
U Sw\‘( (u 'U') §[k (u w) lA__U E_k u.\ e (4
i, e o W
_5_"_"_\1 - W Slku\\ = (M) Stk { ©)
Indizes hoch-runterziehen (trivialer Schritt, da Metrik trivial isf) i
Lo gimg () SZM( ) (S -y o @
57 T 0wy T WUy = A
(£ = (W),
(6) - Definierende Eigenschaft
Kompaktnotation: 1-U- U N l,(.f einer 'unitdaren Matrix' )
Falls Metrik nicht trivial ist, lautet (B): . = (L{‘f ) { u_k . (8)
Orthogonale Abbildungen Lg.6

Analog zu unitdr, aber fiir reelle Matrizen, ohne komplexe Konjugation
Fiir die Darstellungsmatrix eine orthogonalen Abbildung O gilt:

0 5{061'} e wal(gne) , O =167 e watlem) . off = Oi ¢S )oi{ R
v

‘transponierte Matrix'
oben/unten tauschen

Skalarprodukt ist invariant: P, 4) = 4 6 1; , 6 ffr> (©))
4 2 & T 3
Bedingung an O: 2. = 07, SzhO .= (0O") ‘ ( 0.
\ J wi e T\
) k.
Kovariante form: 9 \\(5 = (OT ) k O { (%)
Kom — (91 . - T
paktnotation: %0 -0 & © =0

(s)

Definierende Eigenschaft einer 'orthogonalen Matrix'

Falls Metrik nicht trivial ist, lautet (3): 3‘“\] = (OT).M £ j k Okd (8)




A = \‘ iS] ist unitar: A = ’C “'5]

¥ . ¥ el -e —cts 40 = [\ (o}
n.-4Q = c 5 ¢ - ] = !c + Ls(—cs\ S tise| = [
S e [[-is ¢ vsc (i) vs(~is)+ ™ °© ‘

T
ﬂ = \C ’Sl ist orthogonal: A = [C S}

*

Spaltenvektoren einer unitdren Matrix bilden eine Orthonormalbasis fiir c" [Ls.l !

Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix bilden eine Orthonormalbasis fiir R

(Analog fiir Zeilenvektoren.)

Beweis fiir unitdre Matrix (fiir orthog. Matrix ist Beweis analog):
|

- - -~ u& . -1_..

u GM“'HC,W,W) mit U= (u(, ___'u”‘\ , 'ui = | sei unitdr,
"
LY

9 7 e P
dann gilt: 3“4\‘(;:;) L{?W‘ Slk Mk\‘\ = (um\ %Kk(u.f\ = <um1V3>

Umgekehrt gilt auch:
ird iner Orth Ibasi U i 72N =
wird aus einer Orthonormalbasis fng , mit <u~, ,ud> =S

[N
(7
J -

die Matrix U = (a« e 1—(..,.) ) konstruiert, dann ist sie unitdr, ufé{, = 1

/

¢)

i

(3

@




(j.4) explizit: u

T
\

Basisvektori —7 —

=N
R
]

O I () k
R -
e b0 Lf.u"
Unitdre/orthogonale Matrizen bilden Gruppen unter Matrixmultiplikation (Lg 1L
‘Unitdre Gruppe': U = g_ Ue Ma{((E,vx,V\) : 'lﬂu = fﬂg ()
'Orthogonale Gruppe': O = SL Oe M“‘E(R,V\,V\) ; OTO = .‘ﬂ.g (2)

Gruppenaxiome (L1c) sind erfiillt: [folgt bereits aus L8e]
In Matrixnotation, fiir unitdre Matrizen: (orthog. analog):

(i) Abgeschlossenheit:
U, U » ,denn:

Seien U ‘L{_L e mal (t[‘ ,w.u) und unitdr. Dann gilt dasselbe fiir u

Usp'e) , ,
U = U by =l U Us Ut Lul 4

(ii) Assoziativitdt: gilt fir Matrixmultiplikation [siehe (L50.1)]

.

(iii) Neutrales Element: 1 ist unitdr, denn _'l}_+=_:[L 4.4 - 4 g
7/

(iv) Inverse: Sei U e mal (€ .“«"‘) und unitdr. Dann gilt dasselbe fiir n! , denn:

ORIV I N CEP ¢




Determinanten von unitdren und orthogonalen Matrizen | L.§ . (m

Allgemein: det AT (L__(:j.Z)M A Q)
—_T O — —
dt BT = &t A7 = dtn = ddA "
Fiir unitdre Matrizen: |het U] = o @) |
Re (def U)

(Loh.s) oy (Lop.b) 2

Beweis: | = M(i) = Ol&f(u‘tuy = (M u.f}(MU) = ‘MU\ @
——
@) det
; : = Uul= 1 (

Beispiel: C S = sy = () = lM \ s)

is ¢
Fiir orthogonale Matrizen: dk O = t () _‘| . *i‘ Aot O
Beweis: analog zu (3), aber mit detO eR (g
Beispiel: l ¢ =s| =" mgles) = @

S c
Orthogonale Matrizen mit det(O)=+1 bilden eine Untergruppe von O(h): \ Lg.ln
'spezielle _ T
orthogonale Gruppe": §01 = %O ema:t(ll,w,u)g 00=1, dt 0=~ } 0)

=¢ 41 Ma

SO(n) ist 'Untergruppe’ von O(n), also geschlossen:
denn falls it O« =1 gilt auch: olet (O, O’—) = (_Mt D') (dﬂt OL) = | (2)

dot Oq =1 — e

1\ +
SO(3)-Matrizen beschreiben 'Drehungen’ im Euklidischen Raum €° . Alle anderen
Matrizen in O(3), d.h. alle mit det © = —| , beinhalten auch Spiegelungen. (&)
Beispiel: Spiegelung in TAB . S = | -\ © oot S = (__\)5 = - | (4)
O - 4
Unitdre Matrizen mit __ det (U)=+1 bilden eine Untergruppe von U(n):
‘spezielle Su{"\ = Slu & M(nwn,C) -w'u =1 U~ I} , Jun (et U )
unitdre Gruppe': ! —
Re(det u)

Anwendung SU(2): QM-Theorie des Drehimpuls




L8.2 Hermitesche und symmetrische Abbildungen \ L32a

Sei % ein komplexer/reeller Vektorraum v. mit Dimension n
A A Aa
und A: V = V A~ —> A U eine lineare Abbildung. )
/
Falls sie die Eigenschaft ( A 1}, %) > = Z 1}/ ;21 7y > hat, (2
heisst die Abbildung hermitesch (fiir komplexen Vektorraum)

symmetrisch (fiir reellen Vektorraum)

Eigenschaft (2) fiihrt nicht zu einer Gruppe:

N la] AN
Seien ,q/ & hermitesch/symmetrisch, gilt das dann auch fiir A z
A A N [aY A
AR &Y = L60,AY) = L%, 640 ®
= L4 A §Q,) nur falls Ag= &A @
1]
Hermitesche/symmetrische Matrizen Metrik: 3% = 563 ‘L?.z&

Eine hermitesche/symmetr. Abbildung ﬁ] habe, beziiglich einer Orthonormalbasis von V,

. k e
die Matrixdarstellung: 51— A. f‘y/ T = iv‘i e ¢” (_4 {j—\ = /A i‘J“ )

Forderung: (7, A = (AT, w) )
" _\R RN i
- = (3)
S INGL (AT S{j 2 3
s h”h* A R SRR (@)
w J IJ

S A < AfLSy = @05y o

Indizes hoch-runterziehen:

A% = G A T ETEN Fe MR v

Fiir hermitesche Abbildung: = A t Matrix ist ‘hermitesch’ (H

A
Fiir symmetrische Abbildung: A - AT Matrix ist ‘symmetrisch’ (8)




Def: A e wit (€, n, ) ist 'hermitesch’, falls ‘ Lg.2c

(L8.2b.7)

{
A = AJr (1) Beispiel:

) (L52f3)——-— I 21 T
= ﬂbJ = (ﬂ’)b = (2) A = {"le} P A :{__.z;' 3X (5)

Def: A e wad (€, n,n)  oder wu’t(ﬂl‘u,n) ist 'symmetrisch’, falls
(L8.2b.8)
! T
A = A ) Beispiel:
(L5.2e.3) .
- | 2 (A T (4
= ik (”T)L'az AV, A= (L), a%=(L3) ©

Diagonalisierung v. hermiteschen und symmetrischen Matrizen

Eigenschaften von hermiteschen (also auch von symmetrischen reellen) Matrizen:
- immer diagonalisierbar:;

- alle Eigenwerte sind reell;

- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal

- diagonalisierende Ahnlichkeitstransformation ist unitdr (bzw. orthogonal)

Satz 1: Fiir hermitesche Matrizen sind alle EW reell. Lg.2d
o ( 2 €3 —
Beweis: zundchst, L U, /-\- 7D ( A U, Uy, o 5 Z 1—;‘., A ,7‘0 = reell (0
EW-Gleichung: A ‘l}:' = 'B". )\;‘ [hier keine ES 1] (2)
( (2)> <U~ H v > <U' U‘-l > (‘GL’/ E"’ ) }‘Z = ); = }\2 auch reell Il ()
& eell 2 Q
() reell (L8.2c. 4 ) r (L8.2¢.7)
Satz 2: Fiir hermitesche Matrizen sind die EV zu verschiedenen EW orthogonal. )
Beweis: Sei M T, = 1.0, © A 6\1 = LT @ mit A; + J\i @
N N - (5 /. - (L8.2c.4) o . ®
@ o GATH =GN0 = L5, F0 4
(a.2)

- = /= =8 - —

= A > < ]‘l ‘)/ Ub> = f,\\i<v:j)u".> = ;\:\ <U’\“U'(> (9)
- (L8.2¢c.4)

®-0) =o: <"'j,U§)(J;-]J~) so w By (FHFE>=o (u)
Sdtze 1 & 2 gelten insbesondere auch fiir symmetrische, reelle Matrizen; (12)

fiir diese folgt aus (2) & (3) auch, dass EV rein reell sind, U’ € “Z“ (13)




Satz 3: Alle hermiteschen Matrizen sind diagonalisierbar )} Lg_ze,
(gilt insbesondere auch fiir alle reelle, symmetrischen Matrizen)

Sei A - ﬁ:‘ = A Gl eine Losung des EW-Problems fiir A (2)
" N o o{?m(ul) =n-l -
Sei V,=§xe€' | <x,ud=0 $ der Unterraum orthogonal zu o, ()
Sei X & \/( ) dann ist auch A.% e V, (11) in diesem Unterraum,
denn: <A'X)U(> = <X,4‘U‘l> = <X,U'>1, = D (_S)
ey~
(3) =o
Wihle als Basis fiir V: { T, JR Iy £, } . mit <3 ‘Cj> ® 5 ()
L sei Basis fiir V1 \i= Z, .-,
In dieser Basis Moo . ;
hat A die Form q - o 2 ) denn wegen (4) werden die Unterrdume
: / — r T
> S?mi"f:j und S pan ‘(sz, - $
mit Matrix-Elementen { Eij 1 , Z,& =z,..,n von A 'nicht verbunden'.
Warum? Allgemein gilt: falls fa’:-‘g eine Basis ist, und A f&;\‘ = E}: (.]" ) L3.21C
dann hat A in dieser Basis A = = (ﬂ,.. : /Hj o ,A,, ) Q)

die Darstellung

-
(-\s (beschreibt Bild von ’l:})

Aktuell: 1
dz nooo 0 o
A. 6'( ___) ’,\| {j\" + 20. ’fi (3 also erste Spalte v. A H‘ = |3 )
— 1=2
" ° ©
f - = £ 2 Iso haben alle anderen a = 2.
. = U0+ . B a A: =
A ‘:‘S ! E -F" B 3 2 Spalten (j>1) die Form { B 4 ©
wegen (e.4), ~ ¢ ‘n,
(=2, n) ™t Tg V) (@ &6) => (c6) B
, , _ R Ao o ..o
Iteriere: sei .7 = A\ T, analoge Ao s o o] 2
eine Losung des EW-Problems fiir B - Argumentation . © C
° 5
usw. usf. Auf diese Weise findet man eine
Basis von n orthogonalen EV, in der A diagonal ist: A = N 11 O 1 @)
Normiere EW i liefert Orthonormalbasis v. EV ! o ) 0




Fazit: fiir hermitesche Matrizen A<(€un) kinnendienEV, L.82

—_—

. ) noo.
Ui, |=\-- sogewdhlt werden, dass sie eine Orthonormalbasis fiir C bilden:

= <U'z ’ '7}9 (o
‘U"‘ . 'Lﬂl ¢ 'U“n
Sei nun T die Matrix mit T=(7 = > R B Vo R
=(vr, ... U= .. 'U"v‘ = N ) . = :
EV als Spaltenvektoren: ( R ) U:kl : U!}& : -U:—h“ iU “} ©
Eigenvektor | L 'U“':s o
b S
Dann ist T unitdr, laut (L8j.3), also T-T= ﬂ_ ®) =» T =T ()
o W)
Aber, es gilt auch: T-A.1 = D ®)
: , 4 (¢,5)
Folglich wird A durch T'a.T = ®
unitdre Transf. diagonalisiert: ’ ©
Analog: fiir reelle symmetrische Matrix sind EV rein reell, somit: T =TT )
wird also durch orthogonale Transf. T T = ) -1
(Drehungen) diagonalisiert: T-A =D mit T.T=4 (8

Fazit: Diagonalisierung einer hermiteschen Matrix: T, ... 7, seiein Satz l Lyt
von orthonormierten EV der Matrix # , mit zugehorigen EW A,

14
A wird durch folgende 'Ahnlichkeitstransformation' ‘diagonalisiert":

f a4 o
T » A-o ( = U, aA- (U'l,"-,’\’u) 'Xl 0
adjungierte EV EVals 4 .
als Zeilenvektoren  Spalten- ) o ')‘
vektoren "
Analog fiir symmetrische, reelle Matrizen, mit TIA. T =D &
Transponierte EV EV als Spalten-

als Zeilenvektoren vektoren

Anmerkung: reelle symmetrische Matrizen und hermitesche Matrizen finden in der Physik sehr
viele Anwendungen:

- kleine Schwingungen um Gleichgewichtslage: EV liefern '‘Normalmoden’,
EW deren charakteristische Frequenzen.

- Quantenmechanik: Observablen werden durch 'hermitesche Operatoren’, salopp gesagt,
‘hermitesche Matrizen', beschrieben. Eigenwerte des Hamilton-Operators (Energie-
Operators) liefern die 'Eigenenergien’ eines Quantensystems.




Beispiel: q - (l L) ‘LR.I'L

0)
Ch. Polynom: ?(l\ \l_)\ v \ = (|—7\)1~| = ;\1-?.:\ = AA-2) (2)
L 1=

=L

Eigenwerte: Y= 0, 1,=2 (3)
CI R 2 P
. > _4 l . J =0 ©)
VAT —.rz(z) O heck AT - L(_t-,l “,1\
o= ! _ = 1 \-l+i-<—i)=1_ll‘\ L=
EV2: Vo = \rz_(—i ), (€)  Check: 4. Y2 —Jl(_i.‘ + l-(-i)) Ju\-¢(| 7 2v, (1)
— () .
nh gn
Ahnlichkeitstranformation: T = ("(’ G,) =~%1_(1!. —(..) ’ T = }L(‘l ’.f\ ) (8
. ooy oo\ [} - _"‘1(00 9
Check: T -D.T r—*(i—i)(OZ)E(li\ = &5 580 2) (
(\ 2
= . - v
- A (D)
Zusammenfassung: L8.1 Unitdre/orthogonale Matrizen iz_ L go,

- - - t L acl s -
Reelles Skalarprodukt (L3.1): <) \/xV—"R, dw,v) = ® S“'&"“ w ol R

Komplexes Skalarprodukt (L3.4): <, " \/ xV— ¢ J <"Z.1—;'> = u %5\'\6‘! Lul et

Komplexe Matrix: Adjungierte Matrix: Transponierte Matrix:
. t T
A= m't(at,"‘m) A eu«a:l:((f,“,“«), A'emai(@,“,"‘)
A). = 4" @l = (@) $= ()l (A7) =(A7) = (A) .
I o B : olh '
in Ortnormalbasis in Ortnormalbasis
dauival B
mak(Cowm) > U istoumrar falls  utowo = 4 SIS

Komplexes Skalarprodukt invariant: <u v, U o) = L4, )

(dquivalent) _~-1
M{(R,W,W) 3 O st 'orthogonal’ falls ol.o = 1 0o = o =0T

Reelles Skalarprodukt invariant: {O.5,0&) = <Lu,u)
Spalten (oder Zeilen-)vektoren einer unitdren oder orthogonalen Matrix bilden
eine orthonormierte Basis. U= (7, 54) LU, ) = 5‘\(




Zusammenfassung: L8.1 Unitdre/orthogonale Gruppen izz_ gh

'Unitdre Gruppe': Uy = SL'M [ Ma{((E)an\) ; 'I,L'I,(-‘- = 112
'Orthogonale Gruppe': On = %O € ma{(fk)n'n)). OTO = _1]_}

t
‘spezielle unitdre Gruppe': 5(/((“) = Slu € "‘“{(d/“."‘ y W =1 , ok U=t }
‘spezielle orthogonale Gruppe': Selu\ = %O Guaa:i(li,n,v\): 0o - 1 . det O = }

Zusammenfassung: L8.2 Hermitesche/symmetrische Matrizen

S + . {' ’\_. b
A e wile,n,) ist 'hermitesch’, falls A = A = ﬂ‘J- = (n )”f Al

Fiir hermitesche Matrizen gilt: {z,Az) = A%, X ) uwnd <X Ax>eR

—_— PR - N
A e w.:i(d‘,u,n) ist 'symmetrisch’, falls A _—( Al = n”‘ié (ﬂT)b;‘E qu;,

Fir symmetrische Matrizen gilt: £z, Ag) = KNn%

XV

X ) (8]

Zusammenfassung: L8.2 Diagonalisierung v. hermiteschen und symm. Matrizen | ZL8c

_[.

A e wit(€m,a) ist hermitesch’, falls AazA = ﬂij E(ﬂ)‘)if Al

in Orthonormalbasis )
CaT AR [
A e wit(c,w,v) ist 'symmetrisch’, falls A=A = ﬂ"j = (A )b;\' ,qd;
(oder‘?’\m

Fir alle hermiteschen (insb. auch fiir alle reelle symmetrischen) Matrizen gilt:

- sie sind immer diagonalisierbar

[

- alle Eigenwerte sind reell: ) A

- es ldsst sich immer eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren finden

- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal: (QL_ ’,\') (T, T) =0

hermitesche unitdr: T' 2 ’T+
Fir Matrizen ist T {

reell symmetrische orthogonal: -r“‘ TT




