L7 Diagonalisierung einer Matrix: Eigenwerte und Eigenvektoren LFa

Viele Anwendungen in der Physik: z.B. Bestimmung der

- Hauptrdgheitsmomente eines starren Korpers durch Diagonalisierung des Trdgheitstensors

- Normalmoden von gekoppelten harmonischen Oszillatoren durch Diag. der Hamilton-Funktion
- Eigenzustdnde und Eigenenergien eines Quantensystems durch Diag. des Hamilton-Operators

Gegeben A = fﬁr"ll e matl(C ,Vth Gesucht: Diagonalform:
analoge Diskussion in auch maglich fiir mat (Tf’\,n,ﬂ) 1{
A (T,V\___-.) (C“ T_(cA"Tz 11_‘0 0
X — 3-:-"); o "\“ @

Finde T und )\ |
Definition: Eigenvektor, Eigenwert !

" ( T+3) heift 'Eigenvektor' (EV) von A , falls

Ein (nicht-Null) Vektor Te @
A.v = A v (also M- H ) Normierung: egall @

//\ heift der 'Eigenwert' (EW) von A zugeharig zum 'Eigenvektor' = ()

Eine Gleichung der Form (3) heift 'Eigenwertgleichung'.

. : 1 = Y ‘ L*H
Oft wird Zusammenhang zwusc\hen und U mit einem Index angedeutet,
z.B. wird der Eigenvektor v. 7 \‘ durch ‘U'\\S gekennzeichnet.
. o o °
Beispiel 1: Nullmatrix o = (03-) = |o © ‘ v
o :> -~ 0
O-% = 6 = 0- T (v
=> Jeder beliebige Vektor 4 ist EV der Nullmatrix, mit EW 0 B
. L . 3 \' o
Beispiel 2: Einheitsmatrix .ﬂ. = (8 ) - v
I c . (A
o
1-5F = v = 4.3 )
(v

p
n
=

=> Jeder beliebige Vektor S ist EV der Einheitsmatrix, mit EW




Beispiel 3: Diagonalmatrix € wat (€, n,n) [3c

b= (?\331)= Ay D

2 / Q)
(nur Diagonalmatrixelemente sind ungleich 0) D ')
%
"
Betrachte Standardbasis von € o
Spaltenvektor: e = | & mat (d:, m(l) @)

Y
0 j-te Stelle

Dann: o
N
D- 2. = “A. | =3¢ ()
J - ¢ (Y
0 WL
Also: D, g = A .
J ! '] L [hier ist nicht Einstein-Summation gemeint!] (¥
Diagonalmatrizen haben kanonische Basisvektoren e als EV )
= und Diagonalmatrixelemente Ai als dazugehorige EW. (b)
Diagonalisieren einer Matrix A e wla,{'(cf, u,ﬂ) \L 7d
Angenommen, ein Satz von n linear unabhdngigen EV (also eine Basis fiir c* )
— - \ ()
ist bekannt, Ci, e, Uy ® 3. = Yy | » Merkregel:
/ J D L Komponenten - Index oben
mit EW By ) eee ')h (3) 'U'ZJ J Name des Vektors - Index unten
o
also: q . \i = A 'U_& () ’k' . 0)
o)y k AL
()() = ’,\(ES =D i< o )3.~ A
in Komponenten: 1 . ) " Ay .
P R S T
(A Ah"g \(UJ URS’\s)‘J (s)
- ) .
Dann gilt: (\l ) = T- D U’) (?)L'l = (s)
I I
U E ;L_)-r?.l U(M - N R
mit T = {’U" &z < 'u-l‘ : i v, | = (U‘,, , UJ‘ 'u“) (8)

s
4
b—qs
.

eine Matrix, deren Spaltenvektoren durch die EV gegeben sind! @)




Die Inverse T ' V. T existiert,da G, .. v,,  per Annahme eine Basis bilden \L'? e

)
- - _ -1 (dl.8) \ (0]
T-(d3) - TAT = TT:d= 3 2| & 0)
L/ O ¢
=1 M
- _ —t
T 7' A = T.-D.7 @
Man sagt: ' A st dhnlich zu D (‘Aquivalenzrelation') falls derartiges T existiert.
;q ist 'diagonalisierbar’, falls A dhnlich einer Diagonalmatrix ist, @)

d.h. mit dieser durch eine Basistransformation verkniipft ist.
(Bedingungen fiir Diagonalisierbarkeit: siehe Vorlesung Lineare Algebra )

Bestimmung der Eigenvektoren und Eigenwerte

Sei A e mat(Cmn) mtEV (B#£) Ted wdew D ed @

L R
Also: A. = A o = ')\ ’_u_'U (s)
28 (A-X1)o =35 ®
. ! | ] 1
S—-(i; a'-3 ow', oAy, INid
Dann ist 2 2 . nicht
die Matrix A-21 = A:I A_L - n_“ invertierbar. ®
LHV\I AV\L -..' A.V\“ﬂrxd
YDenn: wire A - 1 invertierbar, dann wiirde aus (e.6) folgen: ]
-1 - R <1 N .
(M-21) (co)  (A-ID(A-11) 3 = (A-724)+ 0 @)
w—-—'—_(_—__—_/
=4
= = U = O im Widerspruch zu (e.4) L?s)J

Laut (L6p.1) ist eine Matrix genau dann nicht invertierbar, wenn ihre Determinante Null ist:

(
(), (L6n.s) dt (A - 1 =0
J(en ( L) o
(4) ist eine notwendige und hinreichende Bedingung an alle EW A von A ,

somit niitzlich fiir deren Bestimmung!




Def: 'charakteristisches Polynom' der Matrix A : L2
Av-1 a', - A, —%
Pld) = ek (A Ny = [A% &) oAy

- : . \)
Hnl AM'L '--l A"“"'x

fa () ist ein Polynom n-ten Grades [hochste Potenz v. A ist A", kommend von (2)
(4'\_ N - 3) ... (A% - 2) beim Berechnenv. (1) ]
[siehe Gl. (4) unten]
Laut (f.4) lieferndie v Nullstellen von P,o, (ﬂ) die wn Eigenwerte von A :

(4
Pa Q) = o = 2\ isteinEWvon A (3)

Fundamentalsatz der Algebra: (Doktorarbeit v. Gauss (1799)! Siehe Lin. Alg. Vorlesung)
Ein Polynom n-ten Grades hat genau n (mdglicherweise komplexe) Nullstellen. ®)

Es ist moglich, dass mehrere Nullstellen gleich sind. Diese werden 'entartete Nullstellen' genannt.

Rezept zur Bestimmung von EW: Berechne P.q (1) ., finde dessen Nullstellen! (s
Beispiel 4: Finde EW und EV von A {o -3 ] o L? L,
(T y
Bestimme zundchst EW, via Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
! W {o-2 -3
0= P(d) = dak (A - 14) - = “Me-Dsz @
(%7.) (3.\) | ¥
(z) r (3)
o = 2" -¢le3 =(A-3(h-0)
Die zwei EW sind durch die 2] @ 1
Z\?@ PI;osung:;;an der'tc);ua.drahschen ¢ % - ;_ {l,.'_“_ ’lf-L" I;-I'BI] - & ! @)
eichung (3) gegeben: 1. | — P =,
T
Allgemein: die quadratischen Gleichung ax + bxre =o )
hat zwei Losungen, gegeben durch die Xi ‘g - z‘_ai -b + “o'( - Leac ] ©)
"Mitternachtsformel" : Xz

crec o (L[ bl ) v s b e [T ] re S
- (Fr bR ) - £ BT e o




Fortsetzung Beispiel 4: Bestimmung der EV: LT3

.
Eigenwertgleichung: (A - )‘Ai )U) =0 ¥ \s =12 ®
Setze EW }‘J in EW-Gleichung (1) ein, Idse resultierendes lineares Gl-System nachi‘i‘l' :
() (
Yi:l: EVzu A =3: - (A AL r% R 1'3 ‘3]{}' )
0) L 4-3 t
Ldsung von (2): z.B. - \ 3 (Zeilenvektoren sind
(oder dlle Vielfache) U= c,[_, ] offensichtlich linear abhéngig)
Check: erfiillt .1
— o - | 3 l - -
(3) die EW-61. (1) Ao 7[, :lc,‘_J =¢.[_3] = 3c,§-\} = Lo v @
) o a - O fo-1 -3 11— -1 -3) =
i=2: =1 : = - 1l\g = < v, )
iz Evau e 5= %= [ whfi' Je o
Lésung von (4): z.B. (Zeilenvektoren sind
(oder alle Vielfache) —iF’_.: 61[31 ] © offensichtlich linear abhdngig)
Check: erfiillt — o - 3 3 3] thwy 4
ﬁe)dieew-el. 12 A.T, = [, chz o= [_(] = "Cz{-\] a 5@
Zusammenfassend: A =3 hat EV T, = cl’_lll ‘ () L3
')7_ = | hat EV 67_ = Cz‘ _3']
@)
Konstruiere nun die Matrizen T und T , die A diagonalisieren !
Widhle ¢, =¢,. =) . N S
v U,
v
EV als (8.9 [| : J i
. T = 3)
Spalten: ‘ -1 -1 ( Allgemein gilt fiir das Inverse
einer 2x2-Matrix (siehe L5.49.2):
Inverse U, (=t -3 - \ (0‘- -—L)
SO a b _ .
A1 I R [ I = S
[alternativ: nutze GauB-Verfahrenl]
-« (N 7 | B
Check: T.T = Z{) u”—« _.] =1 - ©)

R I I R AT A ORA T .

-l =)




Beispiel 5: 3x3 Matrix IL" R

1 (o} |
Finde EW und EV der Matrix A = [ 3 ()
o 2
Charakteristisches Polynom: Entwicklung nach Spalte 1
=1 © | liefert sofort:
P =t [A-22] <f o s 0 | = (-NEVEY)
A ? o 2-7
Nullstellen sind offensichtlich: A = , do=23 0 A= 2 )
_ (e.lp)_;
Eigenwertgleichung: (ﬁ-\ - 7\&1 )'Ul =0 ¥ \\ =\z.2 ()
Setze EW }‘J in EW-Gleichung (4) ein, lose resultierendes lineares Gl-System nach ?li
..-’ — o 0
=1 EVzu A, = I: °=(A‘3‘lj“yv‘= (o . )‘\7‘ (s)
| 0 o 1
Lésung: U= |o .
o (oder Vielfache davon) )

- | -9 O
- - 2 ! -
j=2: EVzu A, = 3 : 0= (A -5, - [o o 1 )"z O} L__L?e
N o o O -\
Losung: Y = [ :, ] (oder Vielfache davon) ?
N -I — -l o ! -
=3: EVzu Ay = 2 : 5=(A~’A,1303= [0 ! ')‘U's )
o O
Losung (z.B. mittels GauR): - _ ("
- Vs = -: (oder Vielfache davon) (4)
> ¢ _
(n -)5])'0 = ]]. lusz ;' T : erse‘rzeNull—Eeilf;e :" T : 2 = L ? 0 - (5')
Reihen dieser Mafrix sindnicht & o o o durch (28) (FaY'=1 o |, o o1 |
linear unabhdngig! Daher: Null-Reihe! -
7.5,
{ J
EV als @) (1 o ) <t _ v e =
Spalten: T = [o [ -1 T . o | (©)
© o 1| o o |
via (L6n.2), oder oder durch Ausprobieren,
-l to-=1{[{t o ) 10 o oder Gauss-Verfahren,
Check: T:T= ol 1 ||e |-—|]= o1 © Y
oo |[o o oo | TIL 117" &)
Check (e.2):

I 01 lo o | 0-) {1 ol \ O + I o —
T.D.T"=[o I —*)[03 e”° i 1| =)o -1]|le33|T|o 3 I\ _ﬂ‘/@)
L' © O 2 © o 1 o 0 o 2 > o




Entarteter Unterraum \L’-?lv\
Def: hat das charakteristische Polynom eine ¥ -fache Nullstelle bei A (Mmitw 2y ),

w
Pa(a) oo (A-0) v ()

dann kommt derselbe Eigenwert At w1 mal vor und wird ‘m-fach entartet’ genannt.
Falls m linear unabhdngige EV mit demselben EW }\, existieren,

- Y — - .

U|, -, Vo ) n"!Jj = ﬂ"u:l v 6: l,...IVVI U-)
bilden sie eine Basis fiir einen m-dimensionalen 'Eigenraum': E;\ = ‘fu%ifﬁ,---,’rfmi (3)

!

wm
Jeder Vektor 3 = pa 17:}2 uR e E;\! in diesem Eigenraum ist ebenfalls ein EV mit EW A Q)

R=t

v e}
() “n - R — . kR = -k
Check: Ao = A'(Z"ku) =,{Z‘ Aev, W = A2 T u = (s}
R =) = R =)
™) @ B
Eine Orthonormalbasis fir €9,  kannmittels Gram-Schmidt-Orthonormalisierung,
ausgehend von den Eigenvektoren ZG'-, e O $ ,  konstruiert werden.
Alle Elemente dieser Basis sind selbst EV, mit EW 3, . (©)
Bemerkung: Diagonalisieren nicht immer maglich: ' L3In
Beispiel 6: A = [ ° ! } (i
-1 0
Charakt. (3.0 o-1 | 4t
Polymor: 7,0t det(A-11) = |° b-a" Y (2
' (40
Z -

Nullstellen sind komplex: 1'=-1 = 2=*t%tq ®)

Diagonalisieren im Reellen nicht maglich (wohl aber im Komplexen).

Beispiel 7: A - (o | ] ®
o o

o wtaay - [T v

Doppelte Nullstelle: A=06, A, = o )

Nur ein Eigenvektor (statt zwei): 5= (A-21)7 = (Z ;)Tﬂ = U= [L ] @

A st nicht diagonalisierbar, da das zwei linear unabhdngige EV erfordern wiirde!




Kriterien dafiir, dass A diagonalisierbar ist: siehe Lin. Algebra Vorlesung ‘LT o
Zur Kenntnisnahme: falls A nicht diagonalisierbar ist, was kommt dem am ndchsten?
Die 'Jordan-Normalform': ' 'Xl | 6 0 0 o006 0
Die einzigen nicht-Diagonalelemente o}, b o0 500
. . .o . ‘
|I€9€I’f dlr'ekT tber c.ier' [?lagonale, 7B 6 o ’)‘1 l o p o0 0
und sind gleich 1. Die Diagonalelemente o v o1 0 o0
direkt links und direkt unter einer -
. . o 0 o o A2 O p 0
solchen 1 sind gleich.
© 6 6 o0 0 A0 0
0 02 0 0 0 0,9
Beispiel hierzu: siehe Altland-Delft-Buch, L7.3 © o 0o 0 0 0 0ls )

Invariante Eigenschaften einer Matrix

(523

-
T  seieine beliebige Basistransformationen, und A'=TAT () Dann gilt:

1. Determinante ist invariant:
dHA) 2 df (T-A.TTY = b ds (A ) b (T = ot(a)
———
(Lon7) = [/W)
2. Spur ist invariant:

. _(\ (L56e4 -1 7 1
Sp(A) = Sp(T-A.T™) “F*5(T7.7.4) = sp(a) =E‘QJ& (2)

—_—

1

A4 sei diagonalisierbar, A = T.D.T" mit D =o{ta3()\,.--,1“> () Dann gilt:

[N

(2) L6fl)  w
3. Determinante = Produkt der Eigenwerte: olef (A ) = dd(D) = T 2 ()

Leibniz \j=' \‘

4. Spur = Summe der Eigenwerte: S?( A) = S?( D) = Z }‘\‘ )
J




3. und 4. gelten auch dann, wenn Matrix nicht diagonalisierbar ist: LT
(also kein T existiert, fiir welches A = T.D . T~ gilt)

4 (allgemein): Determinante = Produkt der Eigenwerte:

Charakteristisches Polynom: Pa (R) = ot ((-\ -1 ﬂL) - '?T'(A] _:\) )
J=t
. —_ . 7,
Bei | =0 : Pa(e) = oot (8) = AL @)
&:(
3 (allgemein): Spur = Summe der Eigenwerte:
! '
G A A s (At ) (A D)
Pﬂ (23 = dof | A 1 Azz")* nln : ¢
: i : -~ mE w2z
A, ., (:\“.\-'A ¢ lene in ,)‘ @
" w-t U mME N-1
= (- 1)+ -1) _2_| Aj\i t Termein ) " (4)
e
And its: P ) ¢ " m-t g mEw-2
ndrerseits: A-(;\ = (—’X\ v (- ) jé ’(\j + Termein ) )
Vergleiche lineare Terme in (5), (6): S.P(.q) = i .q\i . = i 2
Jst J J=t J (‘)
Zusammenfassung: L7 Diagonalisieren, Eigenwerte, Eigenvektoren l ZL?
A ﬂ Eigenwert
Eigenwertgleichung: " = "Ts Igenwe
I 7 ] v L Eigenvektor 0)
1) .= P ( charakteristisches
Bedingung an EW: 6 = M(A - ) TR A) Polynom @)
Fir A ¢ mat ((ﬁ'm‘.,\) ist PA“) einPolynomv.6rad Vi ,mit . Nulistellen. (2
diese entsprechen den n Eigenwerten v. A
Wenn EW }\ bekannt ist, finde dazugeharigen — >
J ' e v
EV 4~ durch Losen des linearen Gleichungsystems: (A A1) U:] ° )

Falls n linear unabhdngige EV existieren, -1

wird A diagonalisiert durch, T -A.T.-D-=-d aj(;\'/"'/ ,'\"'\ ®)
wobei \  dieEVals Spaltenvektoren hat: T - (G, , GL, - 'C‘:v\) @
Determinante = Produkt der Eigenwerte: oot ( A ) = T l ®
4 J
Spur = Summe der Eigenwerte: 5?( A ) = > .
3 4




