L5 Matrizen I: Lineare Abbildungen | Ls.1a

Matrix: f= [a, & o = =0,
(Plural: Matrizen) e " } {A 3& : :

Vielfdltige Anwendungen in der Physik:

- Lésung von linearen Gleichungsystemen

- Beschreibung von Drehungen

- Beschreibung von Lorenz-Transformationen (spezielle Relativitdtstheorie)
- Losung von linearen Differenzialgleichungen (nach Fouriertransformation)
- Bestimmung der Normalmoden von gekoppelten harmonischen Oszillatoren
- Bestimmung der Eigenzustdnden und Eigenenergien eines Quantensystems
- Dirac-Gleichung (relativistische Version der Schréodingergleichung)

Fiir griindliche Einfiihrung: siehe lineare Algebra Vorlesung

L5.1 Lineare Abbildungen und Matrizen ]Ls.\.b

(oft reicht auch  TR) Beispiel: F = Rotation um 45 und Streckung um Faktor yZ.

Wir betrachten zwei- C Vektorrdume, V' und F(w)
mit Dimensionen W bzw. /\ F(v) V
F(v+ WZI)

und eine Abbildung vV+w

F:V= W, $v FE)=FT 0

Kompaktnotation verzichtet auf ( )-Klammern v /} (av)
av

Abbildung ist 'linear’, falls ¥ Q‘Lecl {;IJGV gilt:

Flag ¢bi) = aF@) + bF() @)

Lin. Abb. ist ein Homomorphismus: sie 'respektiert' die Vektorraumstruktur v. V und W:
erst addieren/strecken, dann abbilden = erst abbilden, dann addieren/strecken

3
Alltagsbeispiele: Foto einer Person ist eine lineare Abbildung von R —R

2
Foto einer Buchseite ist eine lineare Abbildung von R =R

v\
Im Folgenden betrachten wir zundchst die Standardvektorrdume U = C, W=c¢




|
n=1,m=1: A : C — Cl ; Kompaktnotation (nur fiir lineare Abbildungen): LS.
" verzichte auf ()-Klammern
X 5=A(><) =Ax = ax ) e C )
Beispiel: wie in (b.2) gefordert .-
¥ > 2x,  dann: A5x4+ (XY = 3 (Sc+¢R) = sGO+ 6hF)= $AGI+EAK) o

Essentielle Eigenschaft v. A: linear in x: Ax = a4x

d.h. keine Konstante: Ax # oxt é k dann wire (b.2) ¢

und keine Potenzen: Ax # a(W? nicht erfiillt
. ) wie in (b.2) gefordert
Konstante wiirde Linearitdt zerstoren. Beispiel:

X 1= 341 dann: A5x4 (X)) = 3 (sx )+ 1= SGxs)s bR+ = S A+ 6 AR

-I0 —/0
2
n=2 m=1 A: & —> CC' ! 'AJGC
?:l"']lf—% H-'—'F)S? = H‘x'+ (—]}_)(Z j=i,7.
X" (3)
2 2 oben-Index links, unten-Index rechts .
h=2ms=2: A: € — C , l/\,,\/‘/ ‘ ﬂz&'sc,
- I} - 1 A |XI + \qlxl °
X:[x — 3:{3]: ni: 5 2 J=lhe )
x* 11 AT x*+ X )" o !

Beispiel: Rotation in 2 Dimensionen

x|\ m¢ Xl — S;\aé Xz (|)
—>
X" Sind x' b ewnd x|
- | - =
e = ] — ( e f = e‘/ e, = [6
° Sin ’ |
Allgemein: n, m beliebig: | .
f\j" (H.x‘ L TS R
% w N
H K c - C ; = .‘ e .
a - ; L 3 T N 3
X v }1=F?x/ mit j" AX + ..+ ﬂ&x1+...+ (—\,:Ax @)
" Am‘ Xhe ..o % Axd 4.k ﬂmnx“
L‘j J y \ .
Einstein-Notation: (5‘ = Allxs , L= ', % oo (%




L5.2 Matrizen \ L5200

'mx nMatrix' A = {ﬂ:i ist rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n Spalten,

'Matrixelement': Loe _ [ | : (e
Reihenierex links (oben): i..—l LN G ol a Hiv\) 0
Spaltenindex rechts (unten): (=1, ..., n — 4 .
" ", T"\
A U - A )
ist ein 'Spaltenvektor', mit Komponenten (a )'1' =fA- )
(mx1 Matrix) \ {

.
-

ist ein 'Reihenvekfor’, mit Komponenten (H ")_ = ﬂ”j

(1xn Matrix) d
0)
'Quadratische Matrix' falls w = Wn
Notationskonventionen: A ) {ﬂ(“i ) ‘(ﬂ(j} , {H‘EK (Q;Q [(—\i-l
J
oft auch mit beiden Indizes unten, oder oben: g d
Multiplikation: Matrix mal Spaltenvektor  Spaltenvektor mit n Komponenten \Ls.zb
( ) ( ist nx1 Matrix.
\ld-u : - (283) ¢ . - -
0 = |q ;: bedeutet: ‘11 = Hl'xl - (AL) X& = (ﬂl)ox (l)
J | J P
Kompaktnotation: Skalarprodukt von Reihenvektor Z) "und Spaltenvektor x (2)
‘ .
BR (ﬂ(\x' bt ﬂ':\yl ok B (a'y - H“‘\ )
2 (ial.'s) — : e —m ‘
il = - 1.y} . ) — - i
X e AT ix teet Al XN =
E \‘ t @l‘ - e nz‘-‘ « v
> : P ’ ” "
L ‘] | uHM ')(l t.k Flm:I ) AN O FIM“ x“4 ); i (I A [
per Definition -
- Matrix
Beispiele:
{
[l 3/,_] [,l [l-l 4-%_..—:-‘ %1
_ L = ] = 3.
( . - ). (A
2 z 2\ ( ) l (I"

2 S 3 2-% % s b
3 31.[1" = 2.3 F 3.2 = S
b (-3 + (-2 2o (s




Einschub: Matrizen bilden einen Vektorraum

\Lizc
Ma{(@,,w\lm) = {A&_{Hij}t :

1= e, m; 3: oo M, H"‘-l eC§ Q)
Menge aller mxn Matrizen ist ein Vektorraum, mit Dimension

m-n , isomorph zu c™"
(i) Matrixaddition: (A, 8) —> A+E (A 6)5-5 gl: gl elementenweise ()
) J J Addition’
o Iz U z
Beispiel: P B R N )
© o [
Neutrales Element: 'Nullmatrix: O = {"" °] alle Matrixelemente = 0 0
o0 --- ©
Additives Inverse: A+ (-A) =0 = —A-= f’nti; (<)
(2)
Matrixaddition ist assoziativ: (A+ B+ ¢ = B » (B + 9 (6
und kommutativ: A+ B (:) B + A ®
.. T H : 'elementenweise
(ii) Skalarmultiplikation: (é, A) — 24, (2 A)":‘ =2 H‘:‘
eC
Beispiel:

Multiplikation' @)

*(13) = (1)

()

Wirkung einer linearen Abbildung auf Standardbasis
Standardbasis in C { e,\i i J =, n

Standardbasis in ol { -Fi 1 vEa, .

n

coL

Posmon

k jsad.

von msgesam‘r n ()

l
[0}
Position 2
von insgesamt WA
o)’
©)

Was ist das Bild eines Standardbasisvektors fiir Abbildung A?

) ' !
Position j; O A Ay [© /'].(
e'j = l — ﬂi\ “‘.J A"v\ ° Il = ﬂt.l =
; Am| . AH\\ ...H“‘n o AV‘S :) B
| L& = A +M (F A
- _ = P .

A-s = Spalte j der Matrix A
Fazit: fiir lineare Abbildung A - CM _9QM

, dargestellt durch

A & wet (C, M, \4)
liefert A,l (.’_—‘ Spalte j der Matrix 4 ) das Bild des Basisvektors E

i ¢




Transponierte Matrix (das werden wir spadter brauchen) \Ls,zq_
Sei Ae wat(C,m n 3 eine X W Matrix, mit Matrixelementen { i
J

T
Definition:  Die 'transponierte Matrix', A}  [sprich: A-transponiert] ist eine W x Matrix,
erhalten durch Vertauschen der Reihen und Spalten von A:

(I
L. 1t T 1
Beispiele: A = (n 9), A :(:§ i ; B =(ul; so)/ &T=(§ i): c =(('X CT:“'s)
sSE S ) '

auf beiden Seiten der Gleichung gilt:

T T . AL .
Formal: A hat Matrixelemente (H ) -a'. linker Index = Relhenmdfax
| | rechter Index = Spaltenindex
(3) kovariante Stellung (oben/unten) unverdndert
T T
Rezept: um Reihen/Spalten zu vertauschen, 'verschiebe Indizes horizontal': A J — 'qj
J'(-

Gilt auch umgekehrt: fir n x Matrix B , mit Elementen EJ- &)
ist die Transponierte, BT | eine * v Mafrix, mit Matrixelementen (BT) i~ I)j (S)
Rezept: Horizontale Riickverschiebung der Indizes: .BJ- LN _B_,J' = BT J (‘)
Zweimal transponieren liefert urspriingliche Matrix: (47 Yo = A . (#)
In alle-Indizes-unten-Notation: (-&T)j = B i (g)
Adjungierte Matrix (das werden wir spdter brauchen) ILS.Z.'F
(andere Namen: adjungiert = hermitesch transponiert = transponiert-konjugiert)
Sei Ae wat(c, , n§ eine X W Matrix, mit Matrixelementen f i (1

Definition:  Die 'adjungierte Matrix’, A+ [sprich: A-adjungiert]  ist eine W\ x Matrix,
erhalten durch Transposition und komplexer Konjugation:

‘Kreuz' { -2
. | v 3+ ¢ T

Beispiele: A = v ) N

P & (u} b -its , A L “ @)
Formal: ('4 )\( = A J (3) 3-v  LeS
Rezept: 'verschiebe Indizes horizontal' und konjugiere: A i E— ﬂ‘f- @)

a- d
J(-
Gilt auch umgekehrt: fir n x Matrix B , mit Elementen 1'7J-
ist die Adjungierte, BT , eine r n Matrix, mit Matrixelementen (B-f) J'= 51 )
Rezept: Horizontale Riickversch. der Indizes und Konj.: .BJ- j—e B-*j =g i ¢)
Zweimal adjungieren liefert urspriingliche Matrix: ((]+ )1‘ = A . 3]
Trdiose. ) _ 1\ _ —

In alle-Indizes-unten-Notation: (2 )J = B 13




L5.3 Matrixmultiplikation: Verkniipfung v. zwei linearen Abbildungen

w

C — C C 0)
— A S & = B - - - -
X = \‘j = A — 2 =0y = 6’( ﬂ-x) = Cx  (2)
: R 2 : '
Komponenten: \1 A x Ef- =B i'ﬂz = ‘Bk : ﬁ‘- W C st 3]
Spal‘rendars’rellung'
:\=',---’n = e, lz.': \, ..'!.
) I . ' R :
X y o [A ] @B B[]
' A : Ei ] B ‘e " o | ; |
oy— | o= : — R - |k 3 At ol = LR
R o Bt I S R L R 3
% “ "yl ) .y e i ¥
| X d {A i¥ (2] 1By Biﬂl:‘x” _ijlJ
“ C = BoA o . (2)
¢ s G mit C = ®:A
N C = BoA _ - @ & 3 _
x t > Z =C-Xx C‘z-} = 8 'HL . G)
y 4
Matrixmultiplikation (zusdtzliche Struktur zu der des Vektorraums) \ Ls3b
. :Ma,{(c,f,_v:\)xmd(c,ﬁ,ﬂ)——e mt(q:,em) o
(3,A) — BeA=C
Summe Uber ‘innere’ Indizes
_ Y (3a.5) , (2034) R =k 3
mit C 3 = B ‘l, . ( ) ( ) = 6 ’ F‘J L?.)
= Skalar‘pr‘oduk‘r von 'Zeile k von B' und 'Spalte j von A’
Nur definiert falls (# Spalten v. B) = (# Zeilen v. A).
Explizit: " “
ﬂ Zeilen, W Spalten 42 Zeilen, w Spalten VA Zeilen, W Spalten
! ] ' ' ' ( (-
(¢ c'; cw) (BB Bu) (A A
.R . 'k . R ) 2 .
SNSRI e AHS AR
.L : : L, 3 - | .
e ciedd (I8t 0% 80 L e
Zeilenvektor R von B Spaltenvektor |  von A




Beispiel: (I1=3,m=2,n=2) | Ls.2¢
(o

| = Lo & 2.2 |-l 4 29 4 32
(= o
Ec A = (l, s]v[?’l) = 4 S G-0o & 5.0 k-l + S = {lb Q}
S ' (o o F6.2 11 6 o |
Eigenschaften der Matrixmultiplikation ©
1) nicht kommutativ: A8 *+ BH (sogar gar nicht definiert, 2
Rient %o anv: falls Dimensionen nicht passen!) @
Beispiel: (I=2,m=2,n=2
eispiel: ( m n=2) [3 . ]
[ S 2 6 bt = F lo
n“g = ( )( = IRANIE XSS A I-6 + 2-2 = [ ] (3)
¢t SN2 2 ( \ 22 34
eS| |y3 +51 @b tS2 a
verschieden ! ( verschieden !
|
[, (o1
. = v < [(36)|31 +6y 32+6S -
6.4 (?_ 2)( “« § ) - ‘7, z] > - [Z? Sb] (’r)
2.0 ko 21 42§ lo Iy
2) assoziativ  (falls definiert) | Ls.2d
D= (c- B) A = (c-8)a =3 ()
Beweis:
£ s I £ _k 1 £ R
By - Z(csf A = 2 (zcheh) A - TZ(¢h8%a)) ®
. % ,)gleich!
il L _ L R . £ _R
- 8.4y - = ) - a.

Reihenfolge, in der die Terme addiert werden, ist egal, Z % = E ?
’

Addition von Zahlen (hier Produkte von Matrixelementen) ist assoziativ!

, denn ©

Beispiel: (k=2,1=2,m=2,n=1)

o - (s G =) -0 e
12 1 0 | (..2_1- z_|) (13 r20) /! t-2.0%2.1'2 ¢ 131 +2.0-1
2y 2xr 251 2x1 2%l 2 x¢ 2xy
Dieselben Terme werden in unterschiedlicher Reihenfolge addiert.
. . 7 .2 3- .- .0.
R R R R R b I
Lx2 2rz 2xt 2r2 2k, 2x¢ 2xy




3. distributiv

5 eq 97(254—/45) = ;(lqg J—/{ﬂ-c © |L5-3&
Mma e

V4 fl N\

. o . a8 At oo
Beweis: ALE( 1% N /“Ci) = A 2y T /M | g
ebenso: (3/4 1—/« g)oc = }49(‘/ + /a B:.C ®
. (AA) &) = ula e “
7 ‘¢

. ! R
Beweis: (’)\ﬂzk)(/t Bh\i)) = 1/“( A hﬁ\s‘) )
5. Falls H,8 ¢ mAlC vy = At cwmat(Cin,n) ©

Quadratische Matrizen sind 'abgeschlossen’ unter Matrixmultiplikation.

Quadratische Matrizen bilden eine ‘'Algebra’'. l L5.3f
(w,U) > wv,
welche die folgenden Distributivitdt-Axiome erfiillt (| U,w € \/, ce C):

Eine Algebra ist ein Vektorraum mit einer Produkt-Operation, Vx vV -V,

m+v)w = ww+vu (1)
u.(u{—w) = U-v + UV (lb)
(o) = (U)w = U-(cw) (1)

6. Neutrales Element der Matrixmultiplikation

'Einheitsmatrix' (engl: identity) 1 o) L
(Fiir m = n) 1 = 'L‘ = {SJ } (Z)
o 1 (Einser auf der Diagonalen,
ansonsten Nullen)
LR - A = A Ga)
k// ] \
denn: 5 kA i A i = A kS(ei (35

Explizit: oo )| (R'c A'x n'3 0 A' A's A a'y a3\ (loo
(n'p3l)zl | ol ? ||a%c A% A% | = |A% A% @23 | = |RZ AYL A% | |00 )
) vol fipns, A3, A% A3, A3 A%

ﬂ3| 431A33 00




Adjungiertes Produkt L.S.3

Es gilt: (A- B)T = B+. F|+ 0
Adjungiertes Produkt = Produkt der Adjungierten, in umgekehrter Reihenfolge
. + . @fd) T Bs R e _h_ (»
Beweis: ({.]_B)jz _ (,q_&)b\_l = AkBi = AkBJ>
gleich'!
(36.2) (2£.2) _ _——
+ - f t, - ) - nt R
(6 /—H')J" = Bij)kt = &h&ﬂzh t\ ArB | >

Multiplikation von Zahlen (hier
von Matrixelementen) ist kommutativl

Beispiel: (I=m=2, n=1)

((I 1 )(u))+(2) (,.i, F o3 ‘)"- - 0,;’{_73" 2.4 [.3) = (l':(- i3 , Z-l.Ti'::'S) = (—4il-si)

2z ¢ I3 2.0+ 3-3 @
it oot - - - = - - - T
()( ) - (L,S)(-‘_E— = (21437, caezi) = (rvie, viviz) = (4 osi)
3/\ 2 11 - - "
+
Analog fiir Transposition: (A & Yy = BT, ;qT ()
Zusammenfassung: L5.1-5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen |'7; LSa

Die Abbildung Fe \/—%W ist 'linear', falls F(aﬁ"i—ka’) = afF (%) + 5(-'(,:,‘) )

Fir \/ =@, W= "™ hat eine lineare Abbildung die Form:

A:C - @M/ X Szﬂ]f/ mit ﬂi ca (¥ = A ®
= A.%
m x n Matrix: R fA'. 1
A = Fﬂ'. n'. H' \ - iﬂi.l Spalte j: H& = |.J ()
A T L
: : : AI
- : - J
1 i 1 = |,...) _:
q [ H \‘ ﬂ “ \s: [ A MAM&
: : Reihe i
" (3) . . . .
\(]V’H -, 4 [ - ﬂw‘v\/ Al = (A‘Ivl ' ..-,AT\'!I o Qt“) (5)

> Fl - A
Abbildung der Standardbasis: e. —> A e:\ = q\\ = Spalte j ©)




Komplexe (mxn)-Matrizen bilden Wil dim. Vektorraum, <« Cw-w LZ_Léﬁ
Wlu‘t(((:, W\lV\) = {A‘ = {ALS} V= e W l= \ N, (—]7'&(—@3 (,)
mit Matrixaddition, n g AR T _ Al L
(elementenweise) ( ! \ = d ((—}4-5_77) 3 A J+ 5 J (2)
und Skalarmultiplikation, o .
(elemen‘renwel?se) ( :\ ! A X = ] 4 | (;\ g)t\\ = A AXJ (3)
Verkniipfung von zwei linearen Abbildungen = Matrixmultiplikation
v A M e 4
c — C — ¢ “
S 3 = - R - -
7= - fx > =By = &{#3) = ¥ O
(5e.3,4)
. o ) . Rz, ..., L
v = ) . = . g- = ’ F\ N = (b
Ci=2,0 (8% ). (A) B A, ety ©
(Zeile k von B) «(Spalte j von A) 1250

Matrixmultiplikation ist assoziativ & distributiv, aber nicht kommutativ !




