V2 Krummlinige Koordinatensysteme D P Vza

Ubersicht / Vorschau: g-\,>

Motivation: Symmetrien des Systems ausnutzen,
um Beschreibung zu vereinfachen! e SN iy, S

Beispiel Stromdurchflossener Leiter: Stdrke des Magnetfelds
hdngt nur vom Abstand zum Leiter ab:
Also nutze Abstand als einen der Koordinaten!

Zylindersymmetrie: Polarkoordinaten
X = fmfé' xz=fs;u¢ x3= 2
)

Beispiel Plantenbewegung: Stdrke der Kraft zwischen Sonne
und Planet hdngt nur vom Abstand ab.
Also nutze Abstand als einen der Koordinaten

Kugelsymmetrie Kugelkoordinaten

X'= {1 sine Ln?é/ ¥ =1 sueé 44#1¢) x32 T ep®

Das hat allerdings seinen Preis:
lokales Dreibein v. Basisvektoren wird koordinatenabhdngig!

V2.1 Polarkoordinaten RN Iy T “\. b
Kartesische Koord: ool POEER e ’ x ¢ p2n |
) /SN ; ¢ U
X'z x = Emé 0) "eyl-"i ) (p.ll Q)-I r
xt = y = Psing (2) ' _éi- x|
Pol::rkoor‘dina‘ren: Rg* P 5
f = p ®) YO N
Y = , |
# (4 , " - (p,q‘) el = R“ x(o,zng)/_\x . (9
= [i*ear e - e R o Wi
p= R'= {penips, w FpHe s R\ (Roe) g= ©
¢ = ethu. J e (a zn:) 8 Ursprung und positive reele Achse
x ! sind ausgeschlossen

Wir definieren krummlinige Koordinaten auf offenen Intervallen, damit Abbildung differenzierbar ist.

o i - AD-Buch, INFO auf S.416
Am Rand der offenen Intervalle definieren wir: X (f,4>'—'°§ = 2:0 ¥ (f,ﬂ (AD-Bue * (%)

Koordinatentransformation, driicke kartesisch (englisch: cartesian) durch polar aus:
(1,2)
-, - -9( - X(P,¢)> _ me = - (o)
xt U=2U, oy l—-?Xﬁ@ ('8(}’,03 T psme] x(§) (
Riicktransformation, driickt polar durch kartesisch aus:

- . - e\ - f(K,S\ BICI") x‘."“z =, a
Y : U™ K, X +— j(ﬂ— (‘P("s)\ arcbnon Y, E:j(x) (W




V2.2 Koordinatenbasis und lokale Basis Vac

Def.: entlang einer ‘Koordinatenlinie' (KL) sind alle Koordinaten .
konstant, bis auf eine; diese parametrisiert die Koordinatenline. ‘[‘ ¥ -KL, mit y konstant

Kartesisch:
X -KL: parametrisiert durch » ,mit  ‘f konstant
Y -KL: parametrisiert durch 9 ,mit  x konstant

r J -KL, mit¥ konstant

X

Polarkoordinaten: 3
[P -KL: parametrisiert durch £ . mit 95 konstant LKL, mit

.. . k
& -KL: parametrisiert durch 49 , mit ﬁ konstant p konstant

VA
Fir allgemeines Koordinatensystem in d Raumdimensionen:

¢ -KL, mit
- d d - [ d\T =/ (1) fkons‘ram‘
FUlek ——>McK,M3~(j,~-,US = 7(7)
y-Koordinatenvektor Punkt in M, parametrisiert durch Z
Fir j =1,..., d - ' j-Koordinatenlinie': variere J\l , halte alle andere Koordinaten konstant:
T T , i — T (i) = h
J 5 T M 3 3(‘3‘0—- 7(1,...)31).”)3'() )
Koordinatenbasis Vad
Kurvengeschwindigkeit entlang KL-Linié: o:. =z d F-( ) = 2 R
9 9 9 \? Jo7 d.h" \‘ ‘1) ?3& ‘&1___’,1(*) (‘)
im Allgemeinen or'Tsabhdngig'J 4

‘5\},7- beschreibt die Anderung des Ortsvektors mit einer der Koordinaten, j.l .

Die Richtung dieser Anderung in T st fiir Jedes 44 verschieden (denn Koord.-Transf. ist bijektiv)
Also sind die Vektoren {l‘?‘)?g linear unabhadngig (siehe AD-Buch, S. 417, FuBnote 9).

Sie bilden eine Basis, die 'Koordinatenbasis', fir u.c, .

Kartesisch: 'l"{x ,3) = Cyx ¥ ES'& = (g) (»
T, = 4500 = » Tl ) = & = o) ®
-~ W (u) @
9 diglgd b ) 0
T, = P = 2y Tlx,q) = e, (l) ©

/f Ableitung entlang der Koordinatenlinie '—13(3)

Kurvengeschwindigkeit entlang der Koordinatenlinie 3"3 (9)
- tfangential zu KL
Eigenschaften der kartesischen Koordinatenbasis: - orthonormal: <~ eL. 2., Si:i’
)] ()]




Koordinatenbasis fiir Polarkoordinaten:

Ortsvektor:
7 ( )0,45) = (; )

(:b lo)
—e,’;x {-er

ortsunabhanglge
kartesische Basisvektoren:

(

e r)wuﬁ + e fﬂu7§ j)
o)

to.s #

S'l"\

/ﬁﬁ
v,

(]
I

)

fes‘r-q,
(c.2) 4
= 4 B : B 555 = g v T, Suf = (‘ 57‘) )
Pr J, zr_) J Smf
- @) '
pe Betrag opzll = [ mz¢ + gia}é ] ‘o 3
fes'r . 7‘
= - 4 = w cn ( S ) ()
T 3y OB 3,;*‘?%)— psich =5y P08 Pl g
56 -KL 12 s
Betrag: ||G¢'$“ = (}}s;ws + r am;s] = ‘P &)
Orthogonal: <’U:PIF, ’G",;I:B = wé -(-—FS‘::«é) + siué-l“ e = o /A]
Fazit: fir Polarkoordinaten ist Koordinatenbasis orthogonal, (6), aber nicht orthonormal, (3,5).
Metrik, lokale Basis: Vo f
) (A% %> Y - enhilt Information liber Ldngen
Metrik: 3“‘,4- = ( Uiz, i,? ) von und Winkel zwischen den o
) Basisvektoren der Koordinatenbasis
Inverse Metrik: ﬁ;é 3.}“"1‘: S‘ @ ()]
z.B. fiir Polarkoordinaten: cé elp. 4} g, = (ﬁ” 3”) = (' ®e , j'\l = (' ;;) (30)
. § \9¢ ges o f ° 7
(e-3)
= - - . e.o é
Jop =Tpad =1, Ipe= (B> =0, =1, 5= o o
(e-0) (e.s) t
lep = <Tppd= 0 | 3= GGy =, -0, §#= % 0o
. . fe.s} s .= U.F T ; . .
Lokale Basis': €.z e->= _“§° = K normierte Version
J/ V4 \‘lf S . . (l‘>
u 5 || (4) I Ty = ’f]l{ 2 der Koordinatenbasis
If ) ’
z.B. fiir Polarkoordinaten:
...\ (q 2) (e ") -+ ~ . - (4',3) s (e-k) . _
e = _1J_|'£_ Cy g +2y siug Gl ey = %’i = - Cxsing T € ind ©

()mq‘ +( )smf

= (o) Sind ¢ (3)eas




Geometrische Betrachtung lokaler Basis fiir Polarkoordinaten ’ V?.g:

(f.5) )
Cp = end & Eyanrd (s;-.st) L A
- (Fb) - . - - et . * P ’
€p = —e,5nd 4 gumtp = (—w;:m") (2) .
ej,-ef= | = €¢‘C¢, e'f’é;‘ =0 () >-r(p, @)
605
Lokale Basis fiir Polar- B
kogr‘d. ist orthonormal: e, - EJ = S;i () C:, 1
t'\s (=] P,f 5
gy
Lokale Basis ist ortsabhdngig:
- 0 o ® - @
) - _ . - p )
Bf ép = o, % & = Eysing 48y e ey
IR € ) R - (23 . (() _=2
)r e, = B, 'aqbcqs = - Cyomd +2 (~5ing) = p (6)
Diese Beziehungen sind konsistent mit Figur!
ey - - -
Ortsvektor in lokaler Basis: 'T-(P,lf)e:d Cpang + ey siud = e p (3
Kurven: Orts- und Gechwindigkeitsvektor, ausgedriickt in lokaler Basis \sz_
Kartesische Koordinaten: = = e x L)
.. X jbzeifu_nabhdngige Basisvektoren: (L) (,o)
Parametrisierung . N B 5) '
einer Raumkurve: Flt) = e«  + e, ‘3{“ (W
Kurven- N o .
geschwindigkeit: O‘L W) = ex(4y + €y ‘%({'—) @
= d
A-[; R zeigt radial auswdrts
T S (43 . N
Polarkoordinaten: ~ = {ex wd t €y Sin ¢ f = ap,—r fp= ef,v,\f (3
‘ ' Ey':;. Kompaktnotation
Parameftrisierung - - . ] _ @ )
- _ S = o
einer Raumkurve: T = { (’:x il 45{0 + 65 "t ¢£0 f(t) 2 'f(:l:) ﬁ({)
EP,$(£) ~—  zeitabhdngige Basi/sf/ekforen
() 4z
_ . — ¢
T \ = o= E 2
e Einheiten: Ldnge / Zeit (L)

o= G P s ypp




- KR (C3i.4) - . N s ‘ _
O{t Cr(l\.b\ = '3‘9 ep Jt? + '3,; ef‘ 0\4;95 = e¢¢ = e’P (0] ‘VZL
(95) =° @5 2y

d, Gpef 20 Bl dp v %y e

6) =o© -2
(9.6) (9.6) ep

I (%
Beispiel: Spiralbahn X‘ : -rs({:)(_-” Zf,[ﬂ}o[{) , @)

p(l): Ei , (ua) 9&({) = _Zf_f , (sb) {'e(o,l:o)

pu =R b bli) = (Y

Kur‘vengeschwmdlgkelt

. (s)
pte = ¢ e4 RE
rrl{\ = __(eff\ + esbfhf =~ 2 %, . 556 RE EE ©
Arbeit durch - 6 )
';Ucelienu‘/Jirr‘;':Sei F = ‘-’-ff ® 1‘(0 F(7.[&) 2 %[e +e¢ 2,,.{- 1(375{) _R mH
‘_o |—| ° ()

£ {{_. = (g
wiy)= (4 RO FGn) o j,u mREE . ref
Kinetische Energie, Beschleunigung (Polarkoordinaten)  [Selbststudium] Vz J

L 04w
' &8 7 8y (jepy)

(

2 0 . R -[J .2 * ¢
Rl 5.7 < (55 5 V(5 1hpp) SR p4 o
=0 ‘.———:—o———-\ (ﬂ lf)
radialer,  axialer Beitrag
Kinetische - L =t ) v T 4t
Energie: Ek:w_ gm T = ™ (P cpf ) O
Beschleunigung: oL T Atz? M:G‘ At (Ef/o x é‘éf% ) ®
PR AR = A . - 0" - or
= f{:/: tepp ¢ :f/osé t+ e¢/o¢ + ep/oﬁ @
-équ 0) -:..ﬁés (2)
Einheiten: . .2 _, . .
Lange /(Zeit) = (f g ) s eg (zpé 4+ pp) (s)
1 "\ /\/ L\

rein radial Mischterme rein axial




V2.3 Zylinderkoordinaten (3D) (= Polar, ergdnzt um z-Achse)

' =y = Emf @1y
¥t = y = Sin (’-3
XS > 2 = % (z)
] T T +
y=p =Ix*y &R (%)
\11;: ¢ = m % é (o.lﬂ) (Y)
(f-$.t)e U =R'x (o,27) xR® @
T = e, peo v & PSin ve 2 @) o3 +L/':/-’_"__\¥io°
kf ¢ ﬂf ¢ ? (x'qj’-e.)e uC= _rR \1ROXSO}XK§ gem
Koordinatentransf., driickt kartesisch durch zylindrisch aus: _Halbebene durch
nicht-negative x-Achse
— - - x( )¢|2) (2> =
x . U= U-C y = *(f,“’,ﬁ = (\S(ﬁ,ge) ] = ({; g;.‘is = x(3) @
E(pd,e) 2
Riicktransformation, driickt zylindrisch durch kartesisch aus:
o - - P(Y,J,?) K" ft]l
frle e Fegege)s (o) s (S0 )L 5 ’
CYCEAY 2 "
V2.3 Zylinderkoordinaten (3D) (= Polar, ergdnzt um z-Achse) |Va{
(k.9
T = "'x/"“?‘* E}]/;s.'uss +e, ¢t Q) = ; % ey
p
Koordinatenbasis (e.1):
- > a . - r
U, = 'DP\' = wde, + siug e, (2a) |
-
4 = D¢ T = Jo(-—slkq‘ e, + o ¢ ej) (1} it ey
-; = ')%? = |- ?2 @c) L
£, 1o o P L2 .
Metrik: j;‘i(;)({;; ‘ij) = (o Pt o) Lokale Basis: g; = M (¢ e p.e i)
! o ol -
= | (3&} ‘
3(’[“ E& - ,_";P ) orthonormal:
Jof = p°, 6b N 08 =6y (5w
T4 = Vg
Jee = 1 (3¢ P rechtshandig:
3"*]. = o (ld\ -e‘-:_!-. = ;2‘ (‘6(’) E; xa\ic i{\'\k Z.Q (SL)
_ 0k R zyKlische ey
Ortsvektor:  F - e P+ e (6) Reihenfolge: 3\/‘#




V2.3 Kugelkoordinaten (3D) (in xy-Ebene: wie Polar, mit p = T5in® , 2= Tune ) |\awm

¥'= x = fsiue(»tbcf: )
2 _ . .
¥* = ‘J = TsSime Siug ) 2
x3= 2z = T o (Z) ~¢/ >23
' !
4= T = rytee x
(4 M
k S e 2 ex
{= 0 = aran(2) € (o) ()
(f: ¢ = N‘c{‘w«(%) € (o,2m) (b)
+
- . - . . - (fed)le U =R % (o,1) X (v, z1)
T = eyf,d«m@ansépen Tamd 4«4.56«- e, T«w® (3 . f”(_\\xa?\
(hy2)e U= R \iRxTo3cRE ™ y=o

tek

Koordinatentransf., driickt kartesisch durch Kugelkoord. aus: _ Halbebene durch
. nicht-neaative x-Achse
. . R x(T.0,4) T 300 w ¢ R
LUl G Xref = ('1(«r.e,¢) = ('r Su0 $in ¢) = %(3) )
t(1,0d) Yo
Riicktransformation, driickt Kugelkoord. durch kartesisch aus:
2 U U vl ‘-'( 1.1 5) — 4'(\:,3,1) ,,710-37'4- 2*
g AT Xt E ety ) = afccos (2/r) - 3(;) «
$Ceg,8) avctan (3/x)

V2.3 Kugelkoordinaten (3D) (in xy-Ebene: wie Polar, mit p = Tsimd® 2= The ) Van
(D, L
fse, T va® e ‘e Tau® b €, T ard ()

Koordinatenbasis (e.1):

- (b )

YU = 34-4_" = M9m<ﬁ2, + a.«"»em»'\.f ej\- «pa-ée_ (20)

oA =3, 7 =-r(w.> Dund €, + ane:wk.*'éj - 50 €,) (b

B Y T R st @d Ey) S

. .9 - @ B
Metrik: ji‘i('ﬁ: <{}""¢}&) Lokale Basis: ’:(;: o (¢ e7,8,p)
Jiii
3'1‘1" = ! (34, - .
- e = ) orthonormal:
Jeo ~ (3 &b — ei¢ = S;J- (sa)

-
& = Ue (1))
d¢4 = T rechtshdndig:

(3¢

Jizj=o (ad) 6y = Uy () € x2;= Tl € (sh)
=

@), tea) zyKlisch Ty
' o ) yklische
Ortsvektor: T = e, ¥ ©) Reihenfolge: ¢ k/e




V2.4 Allgemeine Koordinatentransformationen
y-Parametrisierung von M:

=

T .

\V20

zu parametrisierender
‘ — = o Bereich
U M,fﬁﬁy—e Tg) o
R~
y-Koordinatenvektor

y'(r)

Punkt in M,

_ par‘gme”rr‘isier"r durch‘j:
q4'M—Uu, T +— 3(#‘)
Py (VN

((3)

—_
T .

. ., -/
s “ M}/"n‘—_’

y'-Parametrisierung von M:

U
r(y) ‘:’ Y
- !
“ly') 3)
y'-Koordinatenvektor derselEe Punkt in M, parametrisiert durch

—-l’ ,
g/.M—”M,

AN/

)
T — w(¥)

-/

b
«
Beispiel Polarkoordinaten:

- -
g =(p.as) ¥ = %X =(x'\x?)
'Koordinatentransformationen' zwischeny und y":

= kartesisch (%)
y' ausgedriickt durch y:

- - 1
,J”E yor U —n
y ausgedriickt durch y': 3]

A

(6)
= 3 0:1: '.u ———7“ =1
M N

Zusammenfassung: V5 Krummlinige Koordinaten

. Y
Kartesisch: 7 =Z e;x"

‘£V2a
- X p ] 7
L= ‘
Polar (2D):

=

T = Zx Pm¢ 1':3 |
Yep, Y =4 =7

. R?
Sin
[ e

KL
Zylinder (3D): T =

- Zx/swa$6+ €3f5;“¢ +eiZ

Kugel (3D):

T

n

Z; 1",4«‘«.9@99 v e

g T aum® Mcﬁi— e, 1 a>D
Koordinatenlinie:

Kordieter = ¥
T)"(ﬂl) = Tf(f) /ff{,ﬂ

rwird variert
(‘jl: " 3‘ ¢ ") \3d §
b
werden konstant gehalten

" c. = 4d
1554 Yid F g

N -y =2
. '1""_-‘(\31) = 3 7@
2 dy
erinnert an Ortsabhdngigkeit,
wird meist nicht explizit angezeigt
Metrik:

363,: = 3 7
U;2
Lokale Basis: { "-jf«Fg -

Koordinatenbasis:

CJ":

1]
b
*




Kartesisch: e, €., e = ?e;’x‘ ‘Z;\IZL
Polar (2D):
a-f =&, €p = € nd 2, Sing = | = %
P p = e, nN¢ + ey p 35’? ) f

T e O S ST
Zylinder (3D):
- - - - - S “ = ( - - > a
U’P- er. ef ekm‘# e, 2! ¢) jff [ ¥ ef}O te,t
T = e = - S [A (42 = = = - ot o y
b f6¢; Cé e, Simf v f; j¢'f f ! T = eff+&¢f¢+eil
vy 5 Cz ) Cr = 22 ) 332 =\ /
Kugel (3D): .
6{= é.r ) é_r = EYA\A.NQDGD+ ‘- —e‘j me M* + e; (4’59 ) 3""’ = l ) = Ly tl

- - . - s ~ 2 o = . I .
o= 7%, &= toduds g fnband -C sm0, (o= =B rr200

S S - - ’ ;
64,:1"@664,, b= - ¢ A bty m*) 3” =1-"-,4w.9’ +e¢f¢sn9
Alle diese lokalen Basen sind orthonormal: e,:2: = §..

_: _{ B! zyklische ﬁf\ ﬁ‘r}

Fiir Zylinder & Kugelkoordinaten: e;xe; = £t Zk Reihenfolge: ¢ ¢ ¢w9




