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Aufgabe 1 Hamilton'sche Bewegungsgleichungen [6 Punkte]

Aus der klassischen Mechanik und Kapitel 1 der Vorlesung kennen Sie die Poisson-Klammer {- |-},
welche fiir kanonisch konjugierte, verallgemeinerte Orts- und Impulskoordinaten ¢, und p, die
Relationen

{Q;u QI/} =0 s {puapu} =0 und {Q,uupu} = 6u,u 5 (1)

erfiillt, wobei iiblicherweise i, v = x,y, z die raumlichen Dimensionen bezeichnet. Weiterhin gilt
fiir die klassische Hamiltonfunktion H (g, p)
oH

OH ) )

o =g, und 0 Py - (2)
Mit Hilfe der Poisson-Klammer l3sst sich die Zeitentwicklung von Observablen in der Quantenme-
chanik motivieren. Dafiir betrachten wir die formale ldentifikation der klassischen Poisson-Klammer
mit dem quantenmechanischen Kommutator: {- ,-} — —1 [ ,-]. Dies wollen wir im Folgenden
nachvollziehen, wobei wir annehmen, dass die Hamiltonfunktion keine explizite Zeitabhangigkeit
besitzt.

(1.a) (1 Punkt) Zeigen Sie zunachst fiir Funktionen der klassischer Koordinaten f(g,p) ohne

of _

explizite Zeitabhangigkeit ( ), dass deren Dynamik durch die Poisson-Klammer generiert

e
wird, also "
- = H} . 3
“ = (rH) ©
1.b) (2 Punkte) Betrachten Sie nun die Orts- und Impulsoperatoren
(
h
(z]2u|2) = 2.d(z —2/) und  (z[pul]) = fi5(£ — ) (4)
i0x,

in der Ortsdarstellung und bestimmen Sie die Kommutatoren
By, @], [Puob] und [T, 5] (5)

(1.c) (2 Punkte) Zeigen Sie nun, dass polynomielle, operatorwertige Funktionen F'(Z) und G(p)
den folgenden Beziehungen geniigen:

[y F(2)] = —mg—g - G =g (6)

(1.d) (1 Punkt) Geben Sie nun ein Beispiel fiir eine operatorwertige Funktion H (z, p) an, sodass
die Orts- und Impulsoperatoren eine “Zeitabhangigkeit” der Form

d  h
besitzen. Was fallt lhnen auf?

dz ir. - dp 17, -
o A ot] o B i "
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Aufgabe 2 Zeitentwicklung eines Wellenpakets [14 Punkte]

Nun widmen wir uns der Beschreibung der Zeitabangigkeit von Zustdnden (wir werden spater
sehen, wie die Zeitabhangigkeit von Operatoren und Zustinden zusammenhangt). Wir betrachten
die eindimensionale Schrodingergleichung fiir ein freies (spinloses) Teilchen der Masse m in der
Ortsdarstellung, welches durch die Wellenfunktion ) (z,t) beschrieben wird:

o p?

(iha - %) b(z,t) =0. (8)

(2.a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir geeignete p, E € R die ebenen Wellen der Form en ®*—£1)
die allgemeinen Losungen von eq. sind. Welche “klassische” Bedeutung hat E?

Nun stellen wir uns vor, wir haben in einem idealen Versuchsaufbau den Ort x = x( des Teilchens
zur Zeit t = 0 gemessen. Das Teilchen befindet sich somit im Eigenzustand [¢(t = 0)) = |x,) des
Ortsoperators .

(2.b) (1 Punkt) Stellen Sie das Anfangswertproblem fiir das eben beschriebene, ideale Teilchen
auf.
Hinweis: Erinnern Sie sich unter anderem an Ubungsblatt 2.

(2.c) (5 Punkte) Wir bestimmen jetzt die zeitabhangige Wellenfunktion ¢(z,t) in der Ortsdar-
stellung mit der Anfangsbedingung 1 (z,0) = d(x — xo).
Verwenden Sie dafiir einen Teil Ihrer Uberlegungen aus Aufgabenteil 2.a) um zunachst alle
Eigenfunktionen x,(z) = (z|x,) des Operators % zu finden. Diese bilden eine vollsténdige

Basis des L? (warum?) und besitzen eine besonders einfache Zeitabhingigkeit; bestimmen
Sie diese fiir alle Eigenzustande (Hinweis: Das Ergebnis sollte lhnen bekannt vorkommen.).

Nutzen Sie schlieBlich die Eigenschaft, dass die x,(z) eine vollstandige Basis bilden, um
die Zeitentwicklung v (z,t) des Anfangszustandes fiir ¢ # 0 zu berechnen und damit das
Anfangswertproblem zu I6sen

Hinweis: Folgende Integrale konnten niitzlich sein:

00 e o . ™
/ cos(ay?)dy = /m, / sin(ay?)dy = sgn(a) m

(2.d) (1 Punkte) Betrachten Sie die zeitabhangige Wahrscheinlichkeitsdichte |1 (z, t)|?. Was fillt
Ihnen auf und wie erklaren Sie ihre Beobachtung? )
Hinweis: Erinnern Sie sich an lhre Ergebnisse vom letzten Ubungsblatt.

Die Methode, zunichst die Eigenfunktionen des Operators % zu bestimmen und daraufhin
den Anfangszustand in dieser Basis auszudriicken, ist eines der wichtigsten Verfahren in der
Quantenmechanik, um die zeitabhangige Schrodingergleichung zu 16sen. Wir iiben es daher noch

an einem zweiten Beispiel: dem gauB’'schen Wellenpaket.

(2.e) (3 Punkte) Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befinde sich ein Teilchen im Zustand |p) welcher in der
Ortsdarstellung gegeben ist durch (o > 0):

o(@) = — e %

———e 22, 9
- (9)

Bestimmen Sie die Zeitentwicklung dieses Zustandes, also die Losung des Anfangswertproblems

eq. mit ¥ (z,0) = ¢(z).



(2.f) (2 Punkte) Berechnen Sie damit den zeitabhidngigen Erwartungswert

Ax(t) = \/w(t)li“?\@b(t» — ()2l (1))" .

(10)
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