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Aufgabe 1: Das Potts Modell

a) In der Basis {|si〉}si=1,2,3 sind die Matrixelemente der Transfermatrix durch den Boltzman-
Faktor bestimmt:

〈si|T |si+1〉 = exp[−β(−2Jδsi,si+1
− 2hδsi,1)] = ζδsi,si+1 zδsi,1

also

T =

ζz z z
1 ζ 1
1 1 ζ

 .

Um die Zustandssumme zu bestimmen, rechnen wir die Eigenwerte von T . Das charakteri-
stische Polynom kann wie folgend berechnet werden

P (λ) = det

ζz − λ z z
1 ζ − λ 1
1 1 ζ − λ


= det

ζz − λ z z
1 ζ − λ 1
0 1 + λ− ζ ζ − λ− 1


= det

ζz − λ 2z z
1 1 + ζ − λ 1
0 0 ζ − λ− 1


= −(λ+ 1− ζ) det

(
ζz − λ 2z

1 1 + ζ − λ

)
= (λ+ 1− ζ)

(
2z − (ζz − λ)(1 + ζ − λ)

)
wo in der ersten Gleichung die zweite Reihe von der dritten subtrahiert wurde, und in der
zweiten Gleichung die dritte Spalte von der zweiten subtrahiert wurde. Die Eigenwerte sind

λ3 = ζ − 1 = e2βJ − 1,

λ± =
1

2

(
ζ(z + 1) + 1±

√(
ζ(z + 1) + 1

)2 − 4(ζ − 1)ζz
)

= ζ
(

1
2 (z + 1) + ζ−1

2 ±
√

1

4

(
(z + 1) + ζ−1

)2 − (1− ζ−1)z
)

Die Zustandssumme ist dann

Z = tr(TN ) = λN3 + λN+ + λN− .

b) Es gilt
F = −kT lnZ = −kT log

(
λN3 + λN+ + λN−

)
Im thermodynamischen Limes N →∞ ist dann

F

N
' −kT

N
log
(
λN+
)

= −kT log λ+.
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c) Die Verallgemeinerung zu si ∈ {1, . . . , q} ist einfach, denn die erste Formel aus a) gilt im-
mernoch. Dann ist in der Basis {|si〉}si=1,...,q

T =


ζz z · · · z
1 ζ 1 · · · 1
...

. . .
. . .

. . .
...

1 · · · 1 ζ


Die Eigenwerte berechnen wir dann, analog zu a), indem wir bei det(T − λ):

1. Die zweite Reihe von der dritten sowie von alle weiteren Reihen subtrahieren.

2. Die dritte Spalte sowie alle weiteren Spalten zur zweiten addieren.

Wir erhalten:

P (λ) = det


ζz − λ z(q − 1) z · · · z

1 ζ − λ+ q − 2 1 · · · 1
0 0 ζ − λ− 1 · 0
...

. . .

0 · · · 0 · · · ζ − λ− 1


= (ζ − λ− 1)q−2 det

(
ζz − λ z(q − 1)

1 ζ − λ+ q − 2

)
und somit haben wir

λ = ζ − 1 (q − 2)-mal entartet,

λ± =
1

2

(
ζ(z + 1) + q − 2±

√(
ζ(z + 1) + q − 2

)2 − 4(ζ − 1)(ζ + q − 1)z
)
.

Aufgabe 2: Korrelationslänge für das Ising-Modell

a) Für jede ONB basis {|s〉} gilt
∑
s |s〉 〈s| = 1. Wir haben

Z =
∑

s1,...,sN

eβJ(s1s2+...+sN−1sN+sNs1)

=
∑

s1,...,sN

〈s1|T |s2〉 · · · 〈sN−1|T |sN 〉 〈sN |T |s1〉

=
∑
s1

〈s1|TN |s1〉

= tr(TN ) = λN+ + λN−

wo in der Basis {|±1〉}

T =

(
eβJ e−βJ

e−βJ eβJ

)
.

Wir diagonalizieren T indem wir in einer neuen Basis rotieren wie T = SDS−1 mit diagonale
Matrix der Eigenwerte und Matrix der Eigenvektoren

D =

(
2 coshβJ 0

0 2 sinhβJ

)
=

(
λ+ 0
0 λ−

)
, S =

1√
2

(
1 1
1 −1

)
.

Analog rechnen wir

Z 〈ŝiŝi+r〉 =
∑
{sj}

〈s1|T |s2〉 · · · 〈si−1|T |si〉 ŝi 〈si|T |si+1〉 · · ·

· · · 〈si+r−1|T |si+r〉 ŝi+r 〈si+r|T |si+r+1〉 · · · 〈sN−1|T |sN 〉 〈sN |T |s1〉
= tr

(
T i−1σ3T

rσ3T
N−i−r+1

)
,
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wo wir benutzt haben, dass in der ONB {|±1〉}∑
s=±1

|s〉 ŝ 〈s| = σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Um die Spur zu berechnen, rotieren durch die diagonalizierende Matrix S; es gilt σ3 = Sσ1S
−1

also haben wir

Z 〈ŝiŝi+r〉 = tr
(
Di−1σ1D

rσ1D
N−i−r+1

)
= tr

[(
λi−1+ 0

0 λi−1−

)(
0 1
1 0

)(
λr+ 0
0 λr−

)(
0 1
1 0

)(
λN−i−r+1
+ 0

0 λN−i−r+1
−

)]
= tr

[(
λi−1+ 0

0 λi−1−

)(
0 λr−
λr+ 0

)(
0 λN−i−r+1

−
λN−i−r+1
+ 0

)]
= tr

[(
λi−1+ 0

0 λi−1−

)(
λr−λ

N−i−r+1
+ 0

0 λr+λ
N−i−r+1
−

)]
= λr−λ

N−r
+ + λr+λ

N−r
− .

Somit ist

〈ŝiŝi+r〉 =
λr−λ

N−r
+ + λr+λ

N−r
−

λN+ + λN−
=

sinhr(βJ) coshN−r(βJ) + coshr(βJ) sinhN−r(βJ)

coshN (βJ) + sinhN (βJ)
.

b) Es gilt, dass

ξ = − r

log 〈ŝiŝi+r〉
.

Der explizite Ausdruck ist im Limes großer Kette einfacher. Es gilt
(λ−
λ+

)M → 0 für M � 1.

Im Limes einer großen Kette, wo N � r und N � 1 finden wir also

〈ŝiŝi+r〉 =
λr−λ

N−r
+

λN+ + λN−
+
λr+λ

N−r
−

λN+ + λN−

=
λr−λ

−r
+

1 +
(λ−
λ+

)N +
λ
−(N−r)
+ λN−r−

1 +
(λ−
λ+

)N
=

(
λ−
λ+

)r
+O

((λ−
λ+

)N)
Somit ist dann

ξ =
1

log λ+ − log λ−
.
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