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Aufgabe 1: Bosegas im Magnetfeld II

a) Wir rechnen die Funktion n(z) aus

n(z)|B=0 =
N+ +N0 +N−

V

∣∣∣∣
B=0

=
3

λ3
g3/2(z) =

3

λ3
(
z +

z2

23/2
+ . . .

)
.

Wir invertieren die Reihe und finden

z(n) =
(
nλ3

3

)
− 1

23/2

(
nλ3

3

)2
+ . . . .

Einsetzen in der Suszeptibilität liefert

χ
(
T, µ(n)

)
=

2µ2
0V

kTλ3
(
z(n) + z(n)2

21/2
+ . . .

)
=

2µ2
0V

kTλ3

((
nλ3

3

)
+ (−2−3/2 + 2−1/2)

(
nλ3

3

)2
+ . . .

)
=

2µ2
0N

3kT

(
1 + 1

23/2

(
nλ3

3

)
+ . . .

)
b) Wenn B = 0, Bose-Einstein Kondesation passiert bei z = 1 und dann ist

n = n(1) =
3

λ3c
g3/2(1) =

3(2πmkTc)
3/2

h3
ζ(3/2).

Wir können nach Tc lösen:

Tc(n) =
h2

2πmk

(
n

3ζ(3/2)

)2/3

.

Wenn T → Tc, z → 1 die Suszeptibilität divergiert

χ(T → Tc, z → 1) ∼ g1/2(1) =

∞∑
n=1

1√
n

=∞.

c) Wenn Kondensation eintritt, gilt für den Grundzustand (oder, bei Entartung, die Grund-
zustände) E − µ = 0, was man auch an der Formel für die Besetzungszahl sehen kann

ns(~k,B) = 1

z−1eβEs(~k,B)−1
(die dann divergiert). Der Grundzustand ist also gegeben durch

~k = 0, s = +1 für B > 0. Damit finden wir zeβµ0B = 1 =⇒ µ = −µ0B = Emin..
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Aufgabe 2: Dirac Teilchen

a) Die Wahrscheinlichkeit für die Besetzung eines Zustandes mit Energie E ist laut Fermi-
Statistik

P
(
n(E)

)
=

eβ(µ−E)n

1 + eβ(µ−E)
.

Also, gilt

P
(
n(µ+ δ) = 1

)
=

e−βδ

1 + e−βδ
=

1

1 + eβδ
= P

(
n(µ− δ) = 0

)
für jedes δ.

b) Bei T = 0 sind alle Zustände mit E > 0 lehr, während alle Zustände mit E < 0 besetzt. In
anderen Worten, ist µ(T = 0) =: EF = 0.

Das Ergebnis aus a) zeigt u.a. dass, für µ = 0 gilt 〈n(E)〉+ 〈n(−E)〉 = 1. Also jedes Teilchen,
das einen Zustand negativer Energie verlässt, besetzt dann einen Zustand positiver Energie.
Damit ist die Teilchenzahl konstant bei jeder Temperatur, und daher gilt auch µ(T ) = µ(0) =
0.

c) Wie schon bei b) erwähnt wurde, sind bei T = 0 alle Teilchen bei Zustände mit E < 0
“gefroren”. Also ist dann (mit µ(T ) = 0) und

E(T )− E(0) =
∑
~k,sz

[
E+(~k)n+(~k) + E−(~k)n−(~k)− E−(~k)

]

= 2
∑
~k

[
E+(~k)n+(~k) +

(
− E−(~k)

)︸ ︷︷ ︸
=E+(~k)

(
1− n−(~k)

)︸ ︷︷ ︸
=n+(~k)

]

= 4
∑
~k

E+(~k)n+(~k)

=
4V

(2π)3

∫
R3

d3k
E+(~k)

eβE+(~k) + 1
.

d) Für masselose Teilchen gilt E+(~k) = ~c|~k| und wir rechnen durch x = β~ck

E(T )− E(0) =
4V · 4π
(2π)3

∫ ∞
0

dk k2
~ck

eβ~ck + 1

=
2V

π2
kT

(
kT

~c

)3 ∫ ∞
0

dx
x3

ex + 1

=
2V

π2
kT

(
kT

~c

)3

Γ(4)f4(1)

=
7π2

60
V kT

(
kT

~c

)3

.

Aufgabe 3: Relativistisches Bosonengas in d Dimensionen

a) Wir wissen, dass

ZGK =
∏
~p

1

1− eβ(µ−ε(~p))

und dann ist
G = −kT logZGK = kT

∑
~p

log
(
1− eβ(µ−ε(~p))

)
.

Im Kontinuumslimes in d Dimensionen ersetzen wir die Summe
∑

~p mit eine d-dimensionale

Integration V
(2π~)d

∫
ddp. Wir rechnen mit x = βc~k

G = kT
V

(2π~)d

∫
Rd

ddp log
(
1− eβ(µ−ε(~p))

)
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= kT
V Ωd−1
(2π)d

∫ ∞
0

dk kd−1 log
(
1− eβ(µ−c~k)

)
= kT

V Ωd−1
(2π)d

(
kT

~c

)d ∫ ∞
0

dx xd−1 log
(
1− ze−x

)
P.I.
= −V kTΩd−1

(
kT

hc

)d
1

d

∫ ∞
0

dx
xd

exz−1 − 1

= −V kTΩd−1

(
kT

hc

)d
Γ(d+ 1)

d
gd+1(z)

= −V kT 2πd/2

Γ(d/2)

(
kT

hc

)d
Γ(d+ 1)

d
gd+1(z)

= −V kT
(
kT

hc

)d
πd/2

d!

(d/2)!
gd+1(z)

Für die Dichte haben wir durch z d
dz gν+1(z) = gν(z)

n =
N

V
= − 1

V

∂G

∂µ
= − 1

V
βz
∂G

∂z
=

(
kT

hc

)d
πd/2

d!

(d/2)!
gd(z).

b) Es gilt, dass pV = −G, also

p = −G
V

(
= kT

(
kT

hc

)d
πd/2

d!

(d/2)!
gd+1(z)

)
.

Zusätzlich aus dem ersten Ergebnis aus a) gilt logZGK(β, z) = c · β−dgd+1(z), wo c konstant
(in β, z) und dann ist

E = −
(
∂ logZGK

∂β

)
z

= c · dβ−(d+1)gd+1(z) =
d

β
logZGK = −d ·G.

Wir finden
E

pV
= d =

( E
pV

)
Clas.

.

c) Die Bose-Einstein Kondesation findet statt wenn z = 1 und die Temperatur als Funktion von
n wird durch n = n(z = 1) definiert. Also ist

n = n(z = 1) =

(
kTc
hc

)d
πd/2

d!

(d/2)!
ζ(d)

Tc(n) =
hc

k

(
(d/2)!n

d!πd/2ζ(d)

) 1
d
.

Da die Zeta-Funktion nur für d > 1 endlich ist, gibt es eine Kondesation für d > 1.

d) Wir haben in b) gefunden, dass E = −d ·G ∼ T d+1. Wenn T < Tc ist z = 1 also haben wir
dann

c(T ) =

(
∂E

∂T

)
z=1

= (d+ 1)
E

T
= −d(d+ 1)

G

T
= d(d+ 1)V k

(
kT

hc

)d
πd/2

d!

(d/2)!
ζ(d+ 1)

e) Wir nehmen den Limes T → Tc ⇔ z → 1 im Ergebnis aus a)

N(z = 1) = V

(
kTc
hc

)d
πd/2

d!

(d/2)!
ζ(d)

und zusammen mit dem Ergebnis aus d) ist

c(Tc)

kN
=
d(d+ 1)ζ(d+ 1)

ζ(d)
,

was von dem klasischen Wert abweicht.
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