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Aufgabe 1: Gamma- und Zeta-Funktion

a) Γ(n+ 1) =
∫∞
0
xne−xdx = −

∫∞
0
xn(e−x)′dx = 0 + n

∫∞
0
xn−1e−xdx = nΓ(n).

b) Mit ist u =
√
x ist 1√

x
dx = 2du und Γ( 1

2 ) =
∫∞
0
x−1/2e−xdx = 2

∫∞
0
e−u

2

du =
√
π wo im

letzten Schritt das Gauss Integral benutzt wurde:
∫
R e
−x2

dx = 2
∫∞
0
e−x

2

dx =
√
π.

c) Für n = 1 ist Γ(1) =
∫∞
0
e−xdx = −e−x|∞0 = 1 und aus a) ergibt sich dann Γ(n) =

(n− 1)Γ(n− 1) = (n− 1) · (n− 2) · · · 2 · 1Γ(1) = (n− 1)!.

d) Γ(n + 1) =
∫∞
0
xne−xdx =

∫∞
0

exp(n lnx − x)dx und wir setzen x = n · y und somit ist

Γ(n+ 1) = n
∫∞
0

exp(n ln(ny)− ny)dy = n exp(n lnn)
∫∞
0

exp(n ln y − ny)dy.

e) Laut Hinweis, suchen wir das Maximum des Exponenten: (ln y− y)′ = 0 =⇒ ymax = 1, und
die Taylor-Entwicklung um ymax ist ln y−y = −1− 1

2 (y−1)2 +O(y3). Einsetzen im Ergebnis

von d) gibt n! = Γ(n+1) ' nen lnn
∫∞
0

exp[n(−1− 1
2 (y−1)2)]dy = nen lnn−n ∫∞

0
e−

n
2 (y−1)2dy.

Eine weitere Näherung
∫∞
0
e−

n
2 (y−1)2dy '

∫ +∞
−∞ e−

n
2 v

2

dv =
√

2π/n liefert dann n! =
√

2πnen lnn−n =√
2πn(ne )n.

f) Laut Hinweis, schreiben wir 1
ex±1 = e−x

1−(∓e−x) = e−x
∑∞
n=0(∓)ne−nx. Somit ist I± =

∫∞
0

xs−1

ex±1dx =∑∞
n=0(∓)n

∫∞
0
xs−1e−(n+1)xdx =

∑∞
n=0(∓)n 1

(n+1)s

∫∞
0
ys−1e−ydy = Γ(s)

∑∞
n=0(∓)n 1

(n+1)s .

Wir haben gleich, dass I− = Γ(s)ζ(s), und wir rechnen noch I+ = Γ(s)
∑∞
n=0(−)n 1

(n+1)s =

Γ(s)
∑∞
n=1(−)n+1 1

ns = Γ(s)
(∑∞

k=1
1

(2k−1)s −
∑∞
k=1

1
(2k)s

)
wo wir gerade/ungerade k’s grup-

piert haben. Da die Summe über gerade k’s gleich die gesamte Summe minus Summe über un-
gerade k’s ist, gilt: I+ = Γ(s)

(∑∞
k=1

1
(k)s−2

∑∞
k=1

1
(2k)s

)
= Γ(s)

(∑∞
k=1

1
(k)s−21−s

∑∞
k=1

1
(k)s

)
=

(1− 21−s)Γ(s)ζ(s).

g) Wir haben: I+(2) = (1 − 21−2)Γ(2)ζ(2) = 1
21!π

2

6 = π2

12 , I+(3) = (1 − 21−3)Γ(3)ζ(3) =
3
42! 7π

3

180 = 3
2
7π3

180 , I+(4) = (1 − 21−4)Γ(4)ζ(4) = 7
83!π

4

90 = 7π4

180 , und I−(2) = π2

6 , I−(3) = 7π3

90 ,

I−(4) = π4

15 .

Aufgabe 2: Ensemble aus 3 Atomen

Da die Atome identisch sind, ist pi,ν unabhängig von i.
Der Hilbertraum des gesamten Systems ist H = H1⊗H2⊗H3, also |ν〉ges. = |ν1〉⊗ |ν2〉⊗ |ν3〉. Der
Hamilton Operator ist Hges. = H1 +H2 +H3 und agiert Hges. |ν〉ges. = (ν1ε+ ν2ε+ ν3ε) |ν〉ges. und
es gilt, dass ν1 + ν2 + ν3 = 4. Dann zählen wir Konfigurationen, bei denen sich oBdA das Atom 1
im Zustand ν = 0, 1, 2, 3 findet. Es gilt ν1 = 4− ν2 − ν3 und wir haben:

1



ν1 (ν2, ν3) Gesamtzahl Zustände
0 (3,1)

(2,2) # 3
(1,3)

1 (3,0)
(2,1) # 4
(1,2)
(0,3)

2 (2,0)
(1,1) # 3
(0,2)

3 (1,0) # 2
(0,1)

Wir zählen 12 mögliche Zustände, und finden für pν : p0 = 3
12 , p1 = 4

12 , p2 = 3
12 und p3 = 2

12 .

Aufgabe 3: Wahrscheinlichkeitsverteilungen

a) Laut Definition ist

φ(k) =
1

2a

∫
R

dx eikxe−
|x|
a =

1

2a

∫ 0

−∞
dx eikxe

x
a +

1

2a

∫ ∞
0

dx eikxe−
x
a

=
1

2a

∫ ∞
0

dx e−ikxe−
x
a +

1

2a

∫ ∞
0

dx eikxe−
x
a

=
1

a

∫ ∞
0

dx cos(kx)e−
x
a

I.b.P.
= − cos(kx)e−

x
a

∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

dx (cos(kx))′e−
x
a

I.b.P.
= 1 +((((((((

ka sin(kx)e−
x
a

∣∣∞
0
− k2a

∫ ∞
0

dx cos(kx)e−
x
a

= 1− k2a2φ(k)

also ist φ(k) = 1
1+k2a2 .

Für die Momente gilt, dass mr = (−i)r dr

dkr φ(k)
∣∣
k=0

, und 1
1+k2a2 = 1 + (−k2a2) + (−k2a2)2 +

. . . = φ(0)+φ′(0)k+ 1
2φ
′′(0)k2 + . . .. Wir können ablesen: m1 = 0 und m2 = −φ′′(0) = +2a2.

b) Wir berechnen die Momente von der Definition mk =
√

2
π

1
a3

∫
R dx xk+2e−

x2

2a2 . Für ungerade

k folgt mk = 0 direkt aus Antisymmetrie des Integranden. Für gerade k benutzen wir x2

2a2 =

y =⇒ x = a
√

2y =⇒ dx = a√
2

dy√
y und wir haben

mk =

√
2

π

1

a3

∫
R

dx xk+2e−
x2

2a2

= 2

√
2

π

1

a3

∫ ∞
0

dx xk+2e−
x2

2a2

= 2

√
2

π

1

a3
ak+32k/2+1−1/2

∫ ∞
0

dy yk/2+1−1/2e−y

= 2

√
2k+2

π
ak
∫ ∞
0

dy y(k+3)/2−1e−y

= 2

√
2k+2

π
akΓ

(
k+3
2

)
.

Also m1 = 0 und m2 = 8π−1/2a2Γ( 5
2 ) = 8π−1/2a2 3

2
1
2Γ( 1

2 ) = 6a2.
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