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Aufgabe 1: Bosegas im Magnetfeld 11

Betrachten Sie das System nicht-wechselwirkender Spin 1 Bosonen in einem Magnetfeld mit ein-
—2

Teilchen Hamilton Funktion H(p,s.) = 4— —poBs. von Blatt 12. Sie haben mit Hilfe der Funktion

g,(2) =3 _, 2 die Gesamtzahlen und Suszeptibilitit gerechnet
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a) Bestimmen Sie x(T,n)| =0, wo n = N/V, im Bereich mit z klein.
Hinweis. Invertieren Sie die Reihe n(z) und ersetzen Sie das Resultat in x (7 ).

b) Bestimmen Sie die kritische Temperatur T,(n, B = 0) der Bose-Einstein Kondensation. Wie
verhilt sich die Suszeptibilitdt, wenn sich die Temperatur von oben der kritischen Temperatur
T, nadhert?

¢) Wie lautet das chemische Potential p fir T' < T.(n), bei einen kleinen aber endlichen Wert
fiir B? Welcher Zustand ist in diesem Bereich mit einer makroskopischen Teilchenanzahl
besetzt?

Aufgabe 2: Dirac Teilchen

Dirac Teilchen sind nicht-wechselwirkende Spin 1/2 Fermionen mit Einteilchenzusténde die paar-
weise mit folgenden Energieverteilungen (unabhingig vom Spin) auftauchen:

Ex (k) = £v/m2ct + hk2c2

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes fermionische System mit chemischen Potential p die Wahrscheinlich-
keit dafiir, einen besetzten Zustand mit Energie p+ § zu finden, mit der Wahrscheinlichkeit,
einen unbesetzten Zustand der Energie p — §, zu finden, iibereinstimmt. Hierbei bezeichnet
0 eine beliebige Konstante Energie.

Bei Temperatur T' = 0 sind alle 1-Teilchen Dirac Zustdnde mit negativen Energien besetzt, wahrend
die mit positiven Energien leer sind, d.h. u(7° = 0) = 0. Dies gilt auch fiir T' > 0.

b) (Bonus Aufgabe) Finden Sie ein Argument dafiir.

¢) Zeigen Sie, dass die mittlere angeregte Energie dieses Systems bei Temperatur T', folgende
Gleichung erfiillt:
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d) Rechnen Sie die rechte Seite der letzten Gleichung fiir masselose Dirac Teilchen zum Ergebnis:

72 ksT\®
B(T) = B(0) = - VksT (;)

Hinweis. Fir f,(z) = —g,(—z) aus Blatt 12 gilt f4(1) = %.



Aufgabe 3: Relativistisches Bosonengas in d Dimensionen

In dieser Aufgabe betrachten wir ein Gas nicht-wechselwirkender (spinlose) Bosonen mit ein-
Teilchen Energie € = ¢|p] in d Dimensionen in einem Volumen V.

a) Bestimmen Sie das groBkanonische Potential G = —kT'In Zgk und die Dichte n = % bei
chemischen Potential y als Funktionen von z = e#, T und d. Benutzen Sie dabei das Resultat

aus Blatt 7: Q,,_; = %

Teilergebnis: G = fkTV(%)d%gd_H(z) und n ~ g4(z), wo g, (z) die Spezialfunktion aus

Blatt 12.

b) Bestimmen Sie den Druck p und die Energie E des Gases, und vergleichen Sie pAV mit dem

: E —
klasischen Wert (W) Clas, = &
¢) Bestimmen Sie die kritische Temperatur fiir Bose-Einstein Kondensation. Schreiben Sie das
Ergebnis mit Hilfe der Riemannischen Zeta-Funktion g, (1) = {(v). Gibt es eine Kondensation
fiir alle Dimensionen?

d) Bestimmen Sie das Temperaturverhalten der Warmekapazitét ¢(7T') fiur T' < T.(n). Benutzen
Sie dazu ihre Rechnung aus b).
Ergebnis: c(T) ~ T?.

e) Berechnen Sie die dimensionsfreie Wirmekapazitit % bei T' = T, und vergleichen Sie diese

mit dem klassischen Wert (cé? )Clas.

Hinweis. Benutzen Sie die Formeln aus a) und d) im Limes (T' — T¢.) = (z — 1).
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