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Aufgabe 1 Uberlagerte Wellenfunktionen im Topf

Ein Teilchen in einem unendlich tiefen Potentialtopf der Breite a (s. Vorlesung) habe eine Anfangs-
wellenfunktion, welche aus den ersten beiden stationaren Losungen zusammengesetzt ist:

U(z,t =0)=AW1(x) + Po(z)) . (1)

(1.a) (4 Punkte) Bestimmen Sie zunichst A. Berechnen Sie dann WU(z,t) und |¥(z,t)|?. Sie
konnen die in der Vorlesungen bestimmten Eigenfunktionen des Potentialtopfs verwenden.

(1.b) (2 Punkte) Berechnen Sie den Erwartungswert (z(t)) als Funktion der Zeit. Geben Sie
Frequenz und Amplitude der erhaltenen Oszillationen an.

(1.c) (2 Punkte) Berechnen Sie (j(t)) und den Erwartungswert der Energie, ().

(1.d) (2 Punkte) Vergleichen Sie Ihre Losung mit dem klassischen Fall. Betrachten Sie dazu ein
klassisches Teilchen mit der Energie Eyy = (H).

Aufgabe 2 Tensorraum und Tensorprodukt

Hier betrachten wir ein Teilchen mit Spin 1/2 in einem externen Magnetfeld B [Hilbertraum
Hpin = C2]. Es wird beschrieben durch den Hamiltonoperator:

Hepin = —hy S - B. (2)

Zusiatzlich betrachten wir ein externes Potential V' (x) (der Einfachheit halber in einer Dimension)
in dem sich das Teilchen der Masse M bewegt. Die raumlichen Freiheitsgrade des Teilchens
[Hilbertraum J#,um = L2(R)] werden beschrieben durch den Hamiltonoperator:

A2

7:[ra,um(a) = Zp_m + VU('C%) (3)

Insgesamt betrachten wir den Hilbertraum 2 = J#i, ® S aum-

(2.a) (3 Punkte) Zeigen Sie zunichst allgemein folgende Aussage: Sei .77 = 4 ® % ein
Tensorraum und seien A und B hermitesche Operatoren die auf den Hilbertraumen J und
% wirken. Dann wirkt der Operator A4+ B=A® 1+ 1® B auf 5 und ist hermitesch:
Die zugehorigen Eigenzustande {|A4) ® |Ap)}ar,x, Mit Eigenwerten A4 + Ap bilden eine
Orthonormalbasis des Tensorraums, wobei A|A4) = Aa|A\4) und B|Ag) = Ap|AB). A
Hinweise: (1) Fiir zwei beliebige Zustande |V 4) € ¢4 und |Vg) € %, und Operatoren O 4
auf #4 und O auf # gilt: (OA ® OB) W) @ |0 p) = (OA|\11A>) ® (OB|x1/B>).
(2) Das Skalarprodukt auf 7 ist: ((Va| @ (Vp]) (|Pa) @ |Pp)) = (Va|Pa)(Vp|Ps).
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(2.b) (3 Punkte) Betrachten Sie nun den Hamiltonoperator

/}:[ - 7:[spin + ﬁraum = 7:[spin ® j— + i ® ﬂrauma (4)

und nehmen Sie ein spin-unabhingiges harmonisches Potential an: V;(z) = V| (z) = 3mw?a?.

Geben Sie eine Orthonormalbasis des Hilbertraums .77 an. Bestimmen Sie dann das Spektrum
des Hamiltonoperators. Skizzieren Sie, wie es von |B| abhangt.

(2.c) (4 Punkte) Betrachten Sie nun den Hamiltonoperator

H=Hypin @1+ Y [0){0] ® Hiaum(0) (5)
o=T,{

mw?2x?, wobei 0 < w; < wy. Nehmen Sie

mit einem spin-abhingigen Potential: V,(z) = $mw?
auBerdem an, dass gilt: B = Be, und ¢*| 1) = | 1), ¢°| 1) = | ]). Bestimmen Sie das

Spektrum des Hamiltonoperators und skizzieren Sie es als Funktion von |B].

Aufgabe 3 Rechnungen zum Drehimpuls (Erganzungen zur Vorlesung)

(3.2) (2 Punkte) In der Vorlesung wurde gezeigt: exp [—16 - ny| = 1 cos (p/2) —io-nsin (¢/2).
Geben Sie diese Matrix explizit in der Eigenbasis von 6* an.

(3.b) (3 Punkte) Allgemeine Drehungen (Winkel ¢ um Achse i) im R® werden durch Drehmatrizen
Ry (m, ©) beschrieben. Pauli Spinoren transformieren dabei wie folgt, x — exp [—46 - ny] x.
Zeigen Sie exemplarisch fiir 6% bei einer Drehung von ¢ um die z-Achse, dass Erwartungswerte
xf6*x wie Vektoren im R? transformieren:

X16*x =D Rea(n, o)xT6'x. (6)
l

(3.c) (4 Punkte) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass Eigenspinoren ., 1 fiir beliebige Raumrich-
tungen n — d.h. (6 - )X+ = A+t Xn+ Mit A, 1 = = — gegeben sind durch:

cos § e"0/2 —sin g e~#/2 -
Xn+ = sing i%/2 Xn,— = cos ci%/2 (7)
Reproduzieren Sie dieses Ergebnis, indem Sie die Eigenspinoren X, + den beiden Drehungen

unterwerfen, die e, nach n drehen. Schreiben Sie dazu m = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos §)7.
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