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Aufgabe 1 Lineare Algebra

Wir bezeichnen die normierten Basisvektoren eines unitdren Vektorraums V' (d.h. eines Vektorraums
mit Skalarprodukt) mit dem Symbol |n),n = 1,...,dim(V"), und die dazu konjugierten Basisvek-
toren mit (n|[[] Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird mit (u|v) notiert, und wir betrachten
Basisvektoren fiir die gilt: (n|m) = 6,,,. Eine Matrix A wird hermitesch genannt, falls AT = A
[wobei (AT),., = Ay, ] eine Matrix wird unitdr genannt, falls U~! = UT gilt. Die Spur einer
Matrix ist die Summe iiber ihre Diagonalelemente, d.h. in unserer Notation: tr(A) = > (n|A|n).

(1.a) Zeigen Sie die so genannte Zerlegung der Eins: > |n)(n| = I, wobei I die Einheitsmatrix
Ist.

(1.b) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix reel sind und dass Eigenvektoren
|A), |\') zu verschiedenen Eigenwerten A # A orthogonal sind [d.h. (A|\) = 0].

(1.c) Zeigen Sie, dass [exp(iA)]" = exp(—iAT) und dass fiir B hermitesch exp(iB) unitar ist.
Beachten Sie dabei, dass das Exponential einer Matrix einfach durch die Exponentialreihe
definiert wird, also exp(A4) =1+ A+ A?/2+ ...

(1.d) Zeigen Sie dass tr(ABCD...Y Z) = tr(ZAB...Y'), d.h. unter der Spur darf zyklisch vertauscht
werden.

(1.e) Zeigen Sie, dass die Spur einer beliebigen Matrix invariant unter unitdren Transformationen
ist und dass die Spur eine lineare Abbildung ist.

(1.f) Zeigen Sie fiir eine hermitesche Matrix A, dass die Spur die Summe der Eigenwerte und die
Determinante das Produkt der Eigenwerte ist. Zeigen Sie dass det(exp(A)) = exp(tr(A))

gilt.

(1.g) Die Pauli-Matrizen, die spater bei der Behandlung des Spins eine groBe Rolle spielen werden,
sind definiert durch

(1) () (i) o

Zeigen Sie, dass diese Matrizen hermitesch sind. Bestimmen Sie exp(—id - &), wobei 7 - & =

>, a;0; mit reellen Zahlen o; (den Komponenten des Vektors ).

Hinweis: Bestimmen Sie zunichst (7 - @)2.

1Sje kdnnen dabei an Spaltenvektoren |n) = (ZYL), "'7251?:21(V))T bzw. die zugeordneten komplex-konjugierten
Zeilenvektoren (n| = (2™ ...,z(({ir(v)) denken.
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Aufgabe 2 Kommutatoren

Ein zentraler Begriff der Quantenmechanik ist der Kommutator (bzw. Antikommutator). Wir werden
sehen, dass physikalische GréBen durch hermitesche Matrizen beschrieben werden kénnen. Die diesen
zugeordneten Kommutatoren bestimmen sowohl ihre Messbarkeit als auch ihre zeitliche Entwicklung.
Wir definieren fiir zwei hermitesche Matrizen A, B gleicher Dimension den Kommutator als

[A,B] = AB — BA (2)
und den Antikommutator als
{A, B} = AB + BA. (3)

Im folgenden sollen einige wichtige Beziehungen fiir (Anti)kommutatoren gezeigt werden. A und B
seien hermitesch und gleicher Dimension.

(2.a) Zeigen Sie, dass [A, B]l = B, AT und {A, B} = { AT, BT}.

(2.b) Zeigen Sie, dass i[A, B] hermitesch und i{A, B} antihermitesch ist. [Eine Matrix A heiBt
antihermitesch wenn AT = —A].

(2.c) Zeigen Sie, dass [AB,C]| = A[B,C] + [A, C]B gilt.
(2.d) Zeigen Sie, dass [A, [B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0 (Jacobische Identitat).

(2.€) Zeigen Sie, dass man fiir A und B einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren konstruieren
kann, falls [A, B] = 0. Daraus werden wir spater folgern, dass physikalische GroBen, deren
zugeordnete Matrizen kommutieren, gleichzeitig (im Prinzip) beliebig genau gemessen werden
kdnnen.

(2.f) Kommutatoren von Funktionen von Matrizen: Sei F'(B) ein Polynom in B; die Ableitung
nach B ist gegeben durch (B™)" = nB™~!. Nehmen Sie an, dass [A, [A, B]] = [B,[A, B]] =0
und zeigen Sie, dass

[A, F(B)] = [A, BJF'(B). (4)

(2.g) Ableitung von Matrizen: Man definiert die Ableitung einer Matrix A, die von einem Parameter
t abhangt, durch

dA(t . At + At) — At
—di(f ) = lima¢—0 ( A?ﬁ ( ) (5)
Es lasst sich zeigen, dass
d dA dB d dA dB
E(A+B):E+E’ %(AB):EBJFA%. (6)
Berechnen Sie p
At
— 7
7€ (7)
und
i(eAteBt) (8)
dt ’

(2.h) Berechnen Sie die Kommutatoren und Antikomutatoren der in der vorigen Aufgabe definierten
Paulimatrizen.
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