5. Ubung zur Vorlesung Atom- und Molekiilphysik (E4) SS2023

Achtung: Keine Ubungen in der Pfingstwoche! Besprechung in der Woche vom 5.6.

Aufgabe 15 Zweiniveau-Atom im Strahlungsfeld

Betrachten Sie die Evolution des Zustands eines Zweiniveau-Atoms, das mit einer zum atomaren
Ubergang resonanten klassischen elektromagnetischen Welle der Amplitude Ey wechselwirkt. Der
atomare Grundzustand sei |1), der angeregte Zustand |2), die Welle sei linear entlang der z-Achse
polarisiert. In der sog. Rotating- Wave-Approzimation kann der Hamiltonoperator als
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geschrieben werden, wobei die Kopplungsstérke der Dipolwechselwirkung durch die Rabifrequenz

Qo := =¢£2(2|2|1) beschrieben wird.

a) Berechnen Sie die beiden Eigenenergien \; o sowie die zugehorigen Eigenzustédnde |e;) und
le2) in der Basis der atomaren Zustidnde {|1),|2)}.

b) Geben Sie den Hamiltonoperator H in der Basis seiner Eigenzustéinde le1) und |es) an.

c) Das Atom sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 im angeregten Zustand: |1(0)) = |2). Nun wird resonantes
Laserlicht eingestrahlt. Zeigen Sie, dass die zeitliche Dynamik des Zustands durch

o(0) =cos (55 ) 120+ isin (51 1)

gegeben ist. Skizzieren Sie die Besetzungswahrscheinlichkeit der beiden atomaren Niveaus |1)
und |2) als Funktion der Zeit.

Hinweis: Stellen Sie den Anfangszustand |2) in der Basis der Eigenzustéinde von H, d.h. in
le1) und |es), dar.

d) In welchem Zustand befindet sich das Atom, wenn die Dauer der Wechselwirkung 7, so gew&hlt
wird, dass g - 7, = 7 gilt?

e) (nur E4) Wie dndern sich der Hamiltonoperator und seine Eigenwerte, wenn die Frequenz
des Lichtfelds zum atomaren Ubergang verstimmt ist? Welche Anderung ergibt sich fiir die
zeitliche Entwicklung der Besetzungswahrscheinlichkeiten von [1) und |2) im Vergleich zu
Punkt ¢)?

f) (nur E4) Diskutieren Sie die Anderungen bei Beriicksichtigung des spontanen Zerfalls. Wie
lange miissen Sie warten, um ungefdhr den stationdren Bereich zu erreichen? Von welchen
Parametern héngt diese Zeitdauer ab? Wie—#ndern—sich—derHamiltonoperator—und-—seine
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Aufgabe 16 Optische Blochgleichungen und Darstellung von Zustéinden auf der Blochkugel

a) Bestimmen Sie die Komponenten u, v, w des Blochvektors i fiir die beiden Zusténde |¢1) =

% (11) 4+ |2)) und |[ip2) = % (|1) —7]2)) und stellen Sie diese auf der Blochkugel graphisch
dar. Benutzen Sie fiir die Darstellung (im mit wy, rotierenden Koordinatensystem) den Fall
ohne Verstimmung § = 0.

Hinweis: Diese Zustinde sind im Bezugssystem, das mit der Ubergangsfrequenz wo; des Atoms
rotiert, definiert und noch nicht im mit der Lichtfeldfrequenz wy, rotierenden Koordinatensys-
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tem. Die Transformation aus Ersterem in Letzteres erfolgt iiber ¢; = ¢1 - e7"2, é3 = co - €'2.

Ausgehend von der Dichtematrix j = |i))(1)| = < 21 > (& @ ) ist der Blochvektor 7 defi-
2

niert als B
u 2%(p12)
7= v = 23(p12)
w P22 — P11

b) Skizzieren Sie auf der Blochkugel die Evolution des Anfangszustands |2), wenn resonantes

Licht mit Rabifrequenz € eingestrahlt wird (siehe Aufg. 15) fiir das Zeitintervall ¢t = 0..7 /.

Hat der angeregten Zustand |2) eine endliche Lebensdauer, so dass dessen Besetzung mit der Rate
in den Grundzustand zerfillt, und ist das Lichtfeld um die Frequenz § verstimmt, folgt die zeitliche
Entwicklung der Komponenten den Differentialgleichungen

c)
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Zeigen Sie, dass sich Gleichungen (1) fiir v = 0 als
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schreiben lassen und bestimmen Sie 5 und ‘ E ’

Skizzieren Sie fiir 6 = 0, v = 0 (resonante Bestrahlung, unendliche Lebensdauer von [2)) die
Evolution der Ausgangszustinde |11) und |i)2) auf der Blochkugel.

Beschreiben Sie den zeitlichen Verlauf von 7(¢) fiir allgemeines E bei v = 0 auf der Blochkugel.

(nur E4) Skizzieren Sie die Besetzung des angeregten Zustandes poy fiir die Fille v = Qg/4
und v = 2Q jeweils fiir 6 = 0 in einem sinnvollen Zeitintervall. Das System sei anfénglich im
Grundzustand.

Hinweis: Verwenden Sie eine numerische Losung, indem Sie das Problem mit geniigend kleinen
Zeitschritte diskretisieren oder auf entsprechende Funktionen (Python (odeint), Mathematica
(NDSolve), Matlab, etc.) zuriickgreifen.

(nur E4) Betrachten Sie nun den stationdren Fall, d.h. %F = 0. Bestimmen Sie die Gleichge-
wichtslosung von w fiir allgemeine g, 4, 7.



Aufgabe 17 Auswahlregeln atomarer Dipoliiberginge

Die Wechselwirkung von Licht in Form einer klassischen elektromagnetischen Welle, gegeben durch
deren elektrisches Feld E(t) = eEjsin(wt), mit einem Atom in Dipolnidherung wird durch den
Wechselwirkungsoperator H = —&E(t) beschrieben. In Erweiterungen zu den Uberlegungen aus
der Vorlesung wird hier auch die Abh#ngigkeit von der Lichtpolarisation betrachtet. Ist das E-
Feld entlang der z-Achse linear polarisiert, so vereinfacht sich der Wechselwirkungsoperator zu
H = —d;E'(t) = ezE(t), wobei d, die z-Komponente des Dipoloperators ist. Die Kopplungsstirke
eines elektrischen Dipoliibergangs zwischen den Zusténden |¢;) und |t¢2) wird hier also durch das
Dipolmatrixelement da; = —e(t)2|2|1)1) bestimmt.

a) Berechnen Sie die Dipolmatrixelemente fiir folgende vier Uberginge im Wasserstoffatom:
1s(n=1,1=0,m; =0) = 2s(n = 2,1 = 0,m; =0),
(nur E4): 1s(n=1,l=0,m; =0) — 2p(n = 2,1 = 1,m; = 0,£1).
Hinweis: Es werden nur Matrixelemente von d, mit z = rcos(f) bendtigt. Benutzen Sie

Symmetrieiiberlegungen zum Losen der Integrale (analog zu Aufgabe 14).

b) Interpretieren Sie die Ergebnisse (z.B. in Verbindung mit Aufgabe 14).



