10. Ubung zur Vorlesung Atom- und Molekiilphysik (E4) SS2021
Prof. H. Weinfurter, Dr. L. Knips

Aufgabe 31 (optional fiir E4p) Zeeman-Effekt im Grundzustand des Wasserstoffatoms

In dieser Aufgabe soll die Aufspaltung innerhalb der Hyperfeinstruktur des Wasserstoffatoms im
Grundzustand in einem &ufleren Magnetfeld B = é,By bestimmt werden. Die entsprechenden
Eigenzustinde und die Abhéngigkeit der Energiecigenwerte in beliebigen B-Feldern ("Breit-Rabi-
Formel”) kann durch Diagonalisierung des Hamiltonoperators berechnet werden. Da im Grundzu-
stand [ = 0 gilt, und da wir den Einfluss des Kernmoments vernachléssigen kénnen (up > pun), ist
das magnetische Moment des Atoms durch den Elektronenspin bestimmt (f1, = —gsp B%S’ , gs & 2).
Damit ergibt sich fiir den Hamiltonoperator
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H = Hyps + Hp = AﬁSI_p’s -B = AﬁSI‘FBﬁSz
mit Hyperfeinkonstante A ~ h - 1420 MHz und B = 2up - By.

a) Stellen Sie den Operator H in Matrixschreibweise in der Produktbasis dar.

Ordnen Sie fiir By = 0 den vier Eigenzustinden die Quantenzahlen f und mpg zu.

)
b) Berechnen Sie die Eigenzustinde und Energieeigenwerte durch Diagonalisieren von H.
c)

)

d) Zeichnen Sie den Verlauf der Energie E in Abhéngigkeit von der Magnetfeldstéirke B fiir die

vier Energieeigenwerte von H fiir By =0...0.1T.

e) Welche Quantenzahlen eignen sich zur Beschreibung des Systems fiir sehr starkes Magnetfeld
(hier By > 0.1T)?

Hinweise: H kann (wegen | = 0) im Produkt-Hilbertraum # = Hs ® Hz von S und I dargestellt
werden. Da sowohl der Elektronen- als auch der Kernspin gleich 1/2 sind, hat der Hilbertraum die

Dimension 2 x 2, mit Basisvektoren |11), [1}), [{1), [{{), wobei [171) := %, +%> S %, +%> I, ete. Die

Drehimpulsoperatoren im Produktraum kénnen als Tensorprodukte von Paulimatrizen dargestellt
werden. Verwenden Sie ferner ST = S,I, + Syl, + S.1..




Aufgabe 32 LCAO-Methode
In dieser Aufgabe soll die LCAO-Methode (linear combination of atomic orbitals) explizit auf das
Beispiel des H,  Ions angewandt werden. Dieses System besteht aus zwei Protonen (A, B) im

Abstand R zueinander und einem Elektron, das sich im Abstand r4 zu A und rg zu B befindet.
Der Hamiltonian hat die Form
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Als Ansatz nimmt man ¥V = c1¢4(ra) + c2¢p(rB), wobei ¢ 4/p(ra/p) = T=ope Losungen
Q,

fiir das Wasserstoffatom sind.
a) Begriinden Sie, warum ¥, , = \/%(QZ)A(TA) + ¢p(rp)) ein sinnvoller Ansatz ist.
s/a

b) Zeigen Sie, dass fiir die Normierung gilt
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c) Zeigen Sie, dass fiir die Energien der betrachteten Zusténde E;,/, = <\1!s/a’ H |\118/a> gilt (mit
Ey der Energie des Grundzustands im Wasserstoff)
1
Eyfy=——"F7—"7—X
0T 1 (bploa)

e? 1 R\ _:2r e 1 e? 1 R\ _=&
E S1+=)e w0 £|((E = - —(l+—Je w0 ]|.
[ 0+47T60R< +a0>e ’ << 0+47F60R) (95l04) 47r60a0< +a0>e 0)]

d) Welcher der beiden Zusténde fiithrt zu einer stabilen Bindung? Bestimmen Sie den Bindungs-
abstand Ry, und die Bindungsenergie F(R;)— Ey des Molekiils. Verwenden Sie dazu graphische
oder numerische Methoden.

Hinweise: es gilt
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Aufgabe 33 Feinstruktur und Hyperfeinstruktur von Kalium

Das Alkalimetall Kalium ist in der Atom- und Quantenphysik von besonderem Interesse, da es
sowohl bosonische als auch fermionische Isotope (d.h. ganz- bzw. halbzahliger Gesamtspin) besitzt.
Konkret betrachten wir hier die Isotope 3K mit Kernspin i = 3/2 und “°K mit Kernspin i = 4.

a)

b)
c)

Welche Elektronenkonfiguration hat Kalium im Grundzustand? Erkléren Sie qualitativ, wel-
che Form die Ladungsverteilung dieser Elektronen hat.

Welches Isotop zeigt bosonische Teilchenstatistik, welches fermionische?

Fiir abgeschlossene Schalen ist der Gesamtdrehimpuls gleich Null. In Alkaliatomen wird daher
der Gesamtdrehimpuls j durch das Valenzelektron alleine bestimmt. Der Grundzustand von
39K hat die spektroskopische Notation 425, /2, die beiden ersten angeregten Zusténde haben
die Notationen 4%P; /2 und 4?p, /2-

Erkliren Sie, welche Effekte zu der Energiedifferenz zwischen 4% P /2 und 42p; /2 beitragen.

Die Hyperfeinkonstanten der beiden Isotope sind:

| Anr | ¥K (h x MHz) | K (h x MHz) |

428, 9 230.9 —285.7
42P, o 27.8 —34.5
42P; 6.1 —~7.6

Bestimmen Sie fiir beide Isotope jeweils die Aufspaltung der Hyperfeinzustinde von 425, /2

Skizzieren Sie das Termschema der Hyperfeinzustinde inklusive aller magnetischer Unter-
zustinde fiir das Isotop 3°K. Zeichnen Sie analog zu den in der Abbildung gezeigten Termen
des 425, /2-Zustands zusétzlich auch die Zusténde 42p /2 und 42 P, /2-

Skizzieren Sie analog zu e) die Hyperfeinstruktur der Zustinde 425, /2 4’2p /2 und 42 P, /2 von
40K in einem Energiediagramm.

Fiir die Atomkiihlung sind geschlossene Ubergiinge von groBer Bedeutung. Fiir diese gilt, dass
ausgehend von einem der Hyperfeinzusténde | f, mp) man einen bestimmten Zustand |f/, mp)
anregt, von dem aus der einzige (dipol-)erlaubte Zerfall nur zuriick auf den Zustand |f, mp)
filhrt. Bestimmen Sie alle geschlossenen Uberginge zwischen den betrachteten Niveaus fiir
beide Isotope.
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Aufgabe 34 (optional fiir alle (E4 und E4p)) Stark-Effekt

Wir betrachten ein Wasserstoffatom in einem konstanten elektrischen Feld, welches entlang der
z-Richtung orientiert ist. Der Hamiltonian ist gegeben durch H = Hy+V, wobei Hy der ungestorte
Hamiltonian ist und V = e - Ey - 2 die Wechselwirkung mit dem Feld der Stiirke Ey = 10kV /cm
beschreiben.

a) Zeigen Sie, dass fiir den Grundzustand [119g) eine Energieverschiebung erst in 2. Ordnung ent-
steht (quadratischer Stark-Effekt). Wie grof ist diese? Zur Vereinfachung soll ndherungsweise
nur der Beitrag von |¢910) beriicksichtigt werden.

b) Bei energetisch entarteten Zustdnden kann auch der lineare Stark-Effekt auftreten. Betrachten
Sie dazu die Zusténde |¢909) und |1)210). Bestimmen Sie die Matrixelemente von H in diesem
Unterraum. Leiten Sie daraus die Eigenzustdnde und die Energieverschiebung her.

Hinweise: fithren Sie eine Stérungsrechnung in 1. und 2. Ordnung durch. Es werden alle Effekte
der Fein- und Hyperfeinstruktur, sowie Lamb-Shift vernachléssigt, so dass Losungen vom Wasser-
stoffproblem benutzt und in b) die Zustédnde als entartet angenommen werden kénnen. Ergebnisse
der Aufgaben 16 und 17 (beide auf Blatt 5) kénnen verwendet werden.



