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1 Picard-Iteration
Betrachten Sie erneut das Anfangswertproblem
w(t) =t +x(t)?, z(0)=0 (1)
welches eine eindeutige Losung auf [0, %) besitzt. Bestimmen Sie die ersten vier Funtionen xo(t),-- - , z3(t)

der Picard-Iteration und plotten Sie diese gegen die tatséchliche Losung.
Hinweis: Fir die exakte Lisung verwenden Sie am besten einen Computer.

2 Methode der sukzessiven Approximation

In der Vorlesung haben Sie die Methode der sukzessiven Approximation kennengerlernt, mit deren Hilfe
sich approximative Losungen von Differentialgleichungen finden lassen. In dieser Aufgabe wollen wir diese
Methode dazu verwenden, approximative Losungen der sogenannten Langevin-Gleichung zu finden, die bspw.
dazu benutzt werden kann, die Bewegung eines Objekts in einer Fliissigkeit zu beschreiben!. Im Sinne der
Einfachheit wollen wir uns hierbei auf eine Raumdimension beschrinken. Die Langevin-Gleichung lautet

m(t) = =Aq(t) +nf(t, q(t)). (2)

Die Kraft, die bspw. durch die chaotische Bewegung der Fliissigkeitsmolekiile auf das Objekt wirkt, ist durch
die einheitenlose Funktion f(¢,z) beschrieben, wihrend A und 7 zwei Konstanten bezeichnen.

(i) Welche Interpretation haben die Konstanten A und 7? Geben Sie deren Einheiten an.

Um eine konkrete Losung zu ermdoglichen, betrachten wir nun als einfaches Beispiel die Funktion f(¢,x) =
cos(wt — kx), wobel w und k zwel weitere, unbekannte Parameter seien. Der Zustand des Objektes von
Interesse sei im Folgenden beschrieben durch seine Kurve im Phasenraum, a(t) = (q(t),v(t))T.

(ii) Uberfithren Sie die Langevin-Gleichung in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung, d.h.
bringen Sie sie in die Form &(t) = (4(t),v(¢))T = ..., wobei v(t) = ¢(¢).

Nehmen Sie nun an, der Zustand des Objekts zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei gegeben durch oy = a(0) = (0,0)7.

(iii) Nutzen Sie die Methode der sukzessiven Approximation, um a,(t) bis einschlielich n» = 3 zu bestim-
men. «,(t) bezeichne hier, in der Konvention der Vorlesung, das n-te Glied der Reihe {«;, },, die durch
die Rekursionsrelation

t
ant1(t) = ag —|—/ ds &y, (s)
0

gegeben ist.
Hinweis: Damit Sie die spiteren Teilaufgaben auf jeden Fall bearbeiten kénnen, finden Sie alle notwen-
digen Zwischenergebnisse am Ende dieser Aufgabe.

(iv) Skizzieren Sie v (t) sowie a(t) im (Geschwindigkeits-)Phasenraum fiir verschiedene Werte von -2-.

1Diese ist auch als Brownsche Bewegung bekannt, die unter anderem von Einstein in einer seiner ersten Publikationen diskutiert
wurde.



Um ein Gefiihl fiir den Anwendungsbereich sowie die Genauigkeit der sukzessiven Approximation zu entwi-

ckeln,

wollen wir nun die von Thnen gefunden Losungen genauer untersuchen. Aus der Vorlesung ist Thnen

bekannt, dass die Methode der sukzessiven Approximation lokale Losungen liefert, d.h. Losungen, die fiir

hinrei

(v)

(vi)

(vii)

Zwis

wobel

chend kleine ¢ eine gute Approximation darstellen.

Argumentieren Sie ausgehend von den expliziten Ausdriicken fiir o; 23, dass die Bedingung eines
hinreichend kleinen t in dieser Aufgabe gegeben ist durch ¢t <« %
Hinweis: Hier ist noch keine Rechnung notwendig.

Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass die Thnen bekannten Glieder der Reihe {e, },, die folgenden
Relationen erfiillen:

ar(t) =(...) - (wt) + ( wt)?), (3)
as(t) —aq(t) =(...) - (wt)> + O((wt)?), (4)
ag(t) —az(t) =(...) - (wt) O((wt)*) (5)

(...) bezeichne hier jeweils unterschiedliche, von ¢ unabhingige Koeflizienten. Was bedeuten diese
Relationen fiir die Genauigkeit der sukzessiven Approximation fiir hinreichend kleine ¢7

Entwickeln Sie o (t) sowie as(t) als Taylor-Reihe bis zur quadratischen Ordnung in wt. Bestimmen Sie
die Zeiten t = t,, bzw. t = t,, fiir die gilt, dass |v1(ty)] = [v2(ty) —v1(ts)| bzw. |q1(tg)] = |g2(tq) —q1(ty)]-
Welche Bedeutung haben ¢, und t, fiir die Genauigkeit der Approximation? Uberpriifen Sie Thre
Interpretation anhand Ihrer Skizzen aus Teilaufgabe (iv).

chenergebnisse zu Aufgabe 2

as(t) =an (t) — (1 — cos(wt)) - # : ( 1 ) : (7)

m

as (1) :a2<t>+”-< g (s1n(wt) = wt) ) (8)

——3— - (sin(wt) — wt) + I(t)
I(t) zw/o ds cos(

kZz (1= cos wt)) — cos(ws) (9)

3 Kepler Problem - Teil 2

Wir betrachten erneut ein Teilchen der Masse m, welches sich in einem Zentralpotential bewege.

(i)

FEine andere Herangehensweise an Zentralpotentiale ist die Betrachtung des Azimuthwinkels ¢ und wie
dieser von r abhéngt. Zeigen Sie hierfiir

© = Yo +/ L/mr dr (10)
2 (B~ Uea(r))

wobei L den Drehimpuls bezeichnet und Ueg das effektive Potential.

Hinweis: Nutzen Sie die Kettenregel um aus der Bewegungsgleichung df zu bestimmen.

Wir betrachten den Fall einer ungebundenen Losung eines Teilchens im Potential U(r) = —%. Berech-
nen Sie die Zeitabhéngigkeit der Teilchenkoordinaten fiir £ = 0. Skizzieren und diskutieren Sie IThre
Losung.

Betrachten Sie erneut Gleichung (10). Es sei 7pax > 7 > Tmin. Bestimmen Sie hieraus eine Gleichung fiir
die Anderung des Winkels wahrend eines Umlaufs von 7, nach ry., und retour. Welche Bedingung
muss erfiillt sein, damit die Bewegung einer geschlossenen Bahn folgt? Um welchen Winkel d¢ verschiebt
sich das Perihel der Bewegung pro Umlauf, wenn das Potential eine kleine Stérung T% erfahrt?

Hinweis: Entwickeln Sie das Integral fir U = —% + 0U in erster Ordnung in 6U und setzen Sie

anschlieffend §U =



